
14 Способи завдання поверхонь
1. Для того щоб в кожнiй точцi деякої областi задання параметрiв 𝑢 й 𝑣 вектор 𝑟⃗(𝑢, 𝑣)

був ортогональним до векторiв 𝜕𝑢𝑟⃗ й 𝜕𝑣𝑟⃗, необхiдно i достатньо, щоб |𝑟⃗(𝑢, 𝑣)| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Доведiть.

2. Нехай 𝑟⃗ = 𝑟⃗(𝑢, 𝑣) — вектор-функцiя класу 𝐶1. Для того щоб вектор 𝑟⃗(𝑢, 𝑣) мав по-
стiйний напрямок, необхiдно i достатньо, щоб в областi змiни параметрiв 𝑢 й 𝑣 вектор
𝑟⃗(𝑢, 𝑣) був колiнеарним вектору 𝜕𝑢𝑟⃗ i вектору 𝜕𝑣𝑟⃗. Доведiть.

3. Для того щоб образ гладкої вектор-функцiї 𝑟⃗ = 𝑟⃗(𝑢, 𝑣), задовiльняв умовi 𝜕𝑢𝑟⃗ ̸‖ 𝜕𝑣𝑟⃗,
належав деякiй площинi, необхiдно i достатньо, щоб вектори 𝜕𝑢𝑟⃗ й 𝜕𝑣𝑟⃗ були паралельнi
цiй площинi. Доведiть.

4. В площинi 𝑥𝑂𝑧 задана лiнiя 𝑥 = 𝑓(𝑢), 𝑧 = 𝑔(𝑢), яка не перетинає вiсь 𝑂𝑧. Знайдiть
параметризацiю поверхнi при обертаннi цiєї кривої навколо вiсi 𝑂𝑧.

5. Напишiть рiвняння катеноїда, який утворюється при обертаннi ланцюгової лiнiї 𝑥 =
𝑎 ch(𝑢

𝑎
), 𝑦 = 0, 𝑧 = 𝑢 навколо вiсi 𝑂𝑧.

6. Запишiть рiвняння псевдосфери, яка утворюється при обертаннi трактриси 𝑥 = 𝑎 sin𝑢, 𝑦 =
0, 𝑧 = 𝑎(ln tg 𝑢

2
) + cos𝑢) навколо вiсi 𝑂𝑧.

7. Запишiть рiвняння цилiндричної поверхнi, для якої крива 𝜌⃗ = 𝜌⃗(𝑢) є напрямною, а
твiрнi паралельнi вектору 𝑒⃗.

8. Напишiть параметричне рiвняння цилiндричної поверхнi, твiрнi якої паралельнi век-
тору 𝑎⃗ = {1, 2, 3}, а напрямна задана рiвняннями 𝑥 = 𝑢, 𝑦 = 𝑢2, 𝑧 = 𝑢3.

9. Напишiть неявне рiвняння цилiндричної поверхнi з напрямною кривою 𝑥 = cos𝑢, 𝑦 =
sin𝑢, 𝑧 = 0 i прямолiнiйними твiрними, паралельними вектору 𝑎⃗ = {−1, 3,−2}.

10. Дана поверхня
𝑥 = 3𝑢+ 𝑣2 + 1, 𝑦 = 2𝑢+ 𝑣2 − 1, 𝑧 = −𝑢+ 2𝑣 :

(a) покажiть, що ця поверхня цилiндрична;

(b) напишiть рiвняння якої-небудь її твiрної;

(c) знайдiть прямолiнiйну твiрну, яка проходить через точку 𝑀(𝑢 = 2, 𝑣 = 3).

11. Задана точка 𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐) i лiнiя 𝐿.

𝑥 = 𝑓(𝑢), 𝑦 = 𝜙(𝑢), 𝑧 = 𝜓(𝑢).

Напишiть в параметричному i неявному виглядi рiвняння конуса з вершиною в 𝑀 i з
напрямною лiнiєю 𝐿.

12. Складiть рiвняння конуса, який утворюється прямими, що проходять через точку
𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐) й перетинає параболу

𝑦2 = 2𝑝𝑥 , 𝑧 = 0.

13. Складiть рiвняння конуса, який має вершину у точцi 𝑀(−1, 0, 0) i описаний навколо
параболоїда 2𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑥.

14. Напишiть параметричне рiвняння фiгури, яка утворена дотичними до 𝜌⃗ = 𝜌⃗(𝑢).

1



15. Коло радiусу 𝑎 рухається так, що його центр креслить лiнiю 𝜌⃗ = 𝜌⃗(𝑠), а площина кола,
є нормальною площиною до цiєї лiнiї в кожнiй точцi. Складiть рiвняння поверхнi
описаної колом (така поверхня називається трубчастою).

16. Поверхня, яка дозволяє параметризацiю 𝑟⃗ = 𝑟⃗1(𝑢) + 𝑟⃗2(𝑣), де 𝑟⃗1, 𝑟⃗2 — гладкi вектор-
функцiї, називається поверхнею переносу. Покажiть, що поверхнi переносу може бути
отримана рухом деякої лiнiї.

17. Покажiть, що елiптичний i гiперболiчний параболоїди є поверхнями переносу.

18. Лiнiйчатою називається поверхня, що задається параметричним рiвнянням

𝑟⃗(𝑢, 𝑣) = 𝜌⃗(𝑢) + 𝑣𝑎⃗(𝑢),

де 𝜌⃗ = 𝜌⃗(𝑢) — вектор-функцiя, що задає деяку криву, 𝑎⃗ = 𝑎⃗(𝑢) — вектор-функцiя, що
задає розподiл прямолiнiйних твiрних лiнiйчатої поверхнi. Складiть рiвняння лiнiйча-
тої поверхнi, твiрнi якої паралельнi площинi 𝑦−𝑧 = 0 i перетинають параболи 𝑦2 = 2𝑝𝑥,
𝑧 = 0 й 𝑧2 = −2𝑝𝑥, 𝑦 = 0.

19. Складiть рiвняння лiнiйчатої поверхнi, утвореної прямими, якi перетинають криву
𝜌⃗ = {𝑢, 𝑢2, 𝑢3}, i паралельнi площинi 𝑥𝑂𝑦 й перетинають вiсь 𝑂𝑧.

15 Дотична площина, нормаль до поверхнi
Нехай 𝑟⃗ = 𝑟⃗(𝑢1, 𝑢2) векторне рiвняння поверхнi. Оскiльки rg 𝑑𝑟⃗ = 2 для всiх (𝑢1, 𝑢2), то в
кожнiй точцi поверхнi вектори

𝜕1𝑟⃗ =
𝜕

𝜕𝑢1
𝑟⃗ i 𝜕2𝑟⃗ =

𝜕

𝜕𝑢2
𝑟⃗

лiнiйно незалежнi i утворюють базис дотичної площини поверхнi у вiдповiднiй точцi. Вектор

𝑁⃗ = 𝜕1𝑟⃗ × 𝜕2𝑟⃗

ортогональний до дотичної площини й називається вектором нормалi.
Рiвняння дотичної площини та нормалi поверхнi має вигляд:(︁

𝑅⃗− 𝑟⃗(𝑢1, 𝑢2), 𝜕1𝑟⃗, 𝜕2𝑟⃗
)︁

= 0;

𝑅⃗(𝑡) = 𝑟⃗(𝑢1, 𝑢2) + 𝑡 · 𝜕1𝑟⃗ × 𝜕2𝑟⃗

Якщо поверхня задана неявно у виглядi 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐, то поле нормалей поверхнi стано-
вить поле градiєнта функцiї 𝑓 , тобто 𝑁⃗ = ∇𝑓 .

1. На поверхнi 𝑥 = 𝑢+ cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢− sin 𝑣, 𝑧 = 𝜆𝑢 дана точка 𝑀(𝑢 = 1, 𝑣 = 𝜋/2):

(a) напишiть рiвняння дотичних прямих i нормальних площин до лiнiй 𝑢 = 1, 𝑣 = 𝜋/2
в точцi М;

(b) покажiть, що дотична в точцi М до лiнiї 𝑢 = sin 𝑣 є дотичною до лiнiї 𝑢 = 1 в цiй
же точцi.

2. Напишiть рiвняння дотичної площини та нормалi до поверхнi 𝑥 = 𝑢 + 𝑣, 𝑦 = 𝑢 − 𝑣,
𝑧 = 𝑢𝑣 в точцi 𝑀(𝑢 = 2, 𝑣 = 1).
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3. Напишiть рiвняння дотичної площини та нормалi в точцi 𝑀(1, 3, 4) поверхнi 𝑥 = 𝑢, 𝑦 =
𝑢2 − 2𝑢𝑣, 𝑧 = 𝑢3 − 3𝑢2𝑣.

4. Складiть рiвняння дотичної площини та нормалi до прямого гелiкоїда

𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑎𝑣.

Дослiдiть поведiнку нормалi при її змiщеннi уздовж координатних лiнiй.

5. Покажiть, що дотична площину в довiльнiй точцi поверхнi 𝑧 = 𝑓(𝑥− 𝑎𝑧, 𝑦 − 𝑏𝑧) пара-
лельна фiксованому напрямку.

6. Доведiть, що дотична площину до трубчастої поверхнi паралельна фiксованому на-
прямку.

7. Покажiть, що дотичнi площини поверхнi

𝑧 = 𝑥𝜙(𝑦/𝑥)

проходять через початок координат.

8. Нехай поверхня є частина фiгури, утвореної дотичними до лiнiї 𝑟 = 𝑟(𝑠). Напишiть
рiвняння дотичної площини в довiльнiй точцi поверхнi. Дослiдiть її поведiнку при
зсувi точки дотику вздовж прямолiнiйних твiрних поверхнi.

9. Покажiть, що дотична площина, проведена в будь-якiй точцi лiнiї 𝑣 = 𝑐 на поверхнi
𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑓(𝑣) + 𝑎𝑢, проходить через фiксовану пряму.

10. Поверхня утворена дотичними та кривою 𝐿. Доведiть, що ця поверхня у всiх точках
однiєї й тiєї ж дотичної до кривої 𝐿 має одну i ту ж саму дотичну площину.

11. Поверхня утворена головними нормалями кривої 𝐿. Складiть рiвняння дотичнiй пло-
щинi та нормалi в довiльнiй точцi поверхнi.

12. Складiть рiвняння дотичної площини та нормалi до поверхнi, утвореної бiнормаль
кривої 𝐿.

13. Доведiть, що нормаль поверхнi обертання збiгається з головною нормаллю меридiана
i перетинає вiсь обертання.

14. Доведiть, що якщо всi нормалi поверхнi перетинають одну i ту ж пряму, то поверхня
буде поверхнею обертання.

15. Лiнiйчата поверхня називається розгорнутою, якщо у всiх точках довiльної твiрної
дотична площина до поверхнi одна й та ж.

Доведiть, що лiнiйчата поверхня

𝑟 = 𝜌(𝑢) + 𝑣𝑎⃗(𝑢)

є розгорнутою тодi й тiльки тодi, коли (𝜌′, 𝛼, 𝑎′) = 0.

16. Доведiть, що будь-яка розгортається поверхня може бути розбита на наступнi части-
ни: 1) частину площинi; 2) частину цилiндра; 3) частину конуса; 4) частину фiгури,
утвореної дотичними до деякої неплоскою кривої.

17. Знайдiть поверхню, знаючи, що всi її нормалi перетинаються в однiй точцi.
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