
4 Особливi точки кривих
Крива γ задається параметрично радiус-вектором r̄(t) ∈ C∞. Нехай в точцi t0 похiдна r̄′(t0) = 0.
Це може бути особлива точка або ж в нiй «невдала» параметризацiя. Щоб це з’ясувати беремо
похiднi вищого порядку вiд r̄(t) поки не отримаємо r̄(p)(t0) 6= 0, але на цьому не зупиняємось i
шукаємо наступну похiдну r̄(q)(t0) ∦ r̄(p)(t0). Далi робимо висновок:

1. Якщо p — непарне, то r̄(t0) — регулярна точка кривої γ та r̄(p)(t0) — напрямний вектор
дотичної, при цьому:

(a) Якщо q — парне, то r̄(t0) — «звичайна» точка.
(b) Якщо q — непарне, то r̄(t0) — точка перегину.

2. Якщо p — парне, то r̄(t0) — точка повернення (касп) кривої γ та r̄(p)(t0) — напрямний вектор
пiвдотичної, при цьому:

(a) Якщо q — парне, то r̄(t0) — першого роду (гiлки по рiзнi боки)
(b) Якщо q — непарне, то r̄(t0) — другого роду (гiлки в один бiк)

Для неявно заданої кривої γ рiвнянням F (x, y) = 0 точка (x0, y0) може бути особливою лише
коли F ′x(x0, y0) = 0 та F ′y(x0, y0) = 0. Якщо другi похiднi одночасно не нульовi, то вони визначають
криву другого порядку, i точка (x0, y0) буде особливою в залежностi вiд знаку FxxFyy − F 2

xy:

FxxFyy − F 2
xy > 0 — iзольована точка.

FxxFyy − F 2
xy < 0 — точка самоперетину або вузлова.

FxxFyy − F 2
xy = 0 — точка загострення (повернення) або точка самодотику рiзних видiв.

1. Знайдiть особливi точки та випишiть рiвняння дотичних до наступних кривих

(a) x = a cos3 t, y = a sin3 t (астроїда);
(b) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (циклоїда);
(c) x = t2

1−t , y = t3

1−t2 ;

(d) x = t2

1−t2 , y = t3

1−t2 ;

(e) x = t4, y = t2 − t5;

2. Дослiдiть та побудуйте кривi

(a) x = 3at
1+t3

, y = 3at
1+t3

(декартiв лист);

(b) x = t2

1+t2
, y = t3

1+t2
;

(c) x = t2

1+t2
, y = (1−t2)

1+t2

3. Знайдiть особливi точки кривих:

(a) x3 − 2x2 − y2 + x = 0;

(b) (2a− x)y2 − x3, a > 0;

(c) x4 + y4 + x2 − y2 = 0;

(d) x3 − 27(x− y)2 = 0;

(e) x5 − x4 + 4x2y − 4y2 = 0;

(f) x4 + x2y2 − 18x2y + 9y2 = 0;

(g) x6 − x4 + y2 = 0;

(h) x3 − x2 + xy2 − y2 = 0;

4. При яких a та b крива y2 = x3 + ax+ b має особливу точку?
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5 Довжина дуги
Довжина вiдрiзка кривої γ, яка задається радiус-вектором r̄(t) = {xi} буде

s[t1, t2] =

∫ t2

t1

|r̄′|ds =

∫ t2

t1

√
ẋiẋi dt,

де t1 i t2 вiдповiдають початку та кiнцю вiдрiзка кривої.

1. Обчислити довжину дуги мiж двома довiльними точками наступних лiнiй:

(a) y = x2/3;
(b) y = x2;
(c) x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t);
(d) x = a

(
ln tg(t/2) + cos t

)
, y = a sin t.

2. Обчислити довжину дуги на заданому промiжку наступних лiнiй:

(a) y = ln cos x, x ∈ [0, π/3] ;
(b) y = 1

4
x2 − 1

2
lnx, x ∈ [1, 4];

(c) x = t− 1
2

sh 2t, y = 2 ch t, t ∈ [0, 2];

(d) x = 8at3, y = 3a(2t2 − t4), t ∈ [0,
√

2].

3. Знайти довжину гвинтової лiнiї

x = cos t, y = a sin t, z = bt

вiд точки перетину з площиною (x, y) до довiльної точки M .

4. Знайти довжину одного витка лiнiї

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), z = 4a cos(t/2)

мiж двома її точками перетину з площиною (x, z).

5. Знайти довжину дуги лiнiї
x3 = 3a2y, 2xz = a2

мiж площинами
y =

a

3
, y = 9a.

6. Знайти вираз для довжини дуги кривої, заданої в полярних координатах.

7. Знайти довжину дуги логарифмiчної спiралi ρ = aemϕ.

8. Знайти довжину всiєї лiнiї

(a) ρ = a(1 + cosϕ);

(b) ρ = a cos4(ϕ/4).

9. Знайти вираз диференцiала довжини дуги лiнiї в сферичних координатах.

10. Знайти вираз диференцiала довжини дуги лiнiї в цилiндричних координатах.

11. Скласти параметричне рiвняння кола, взявши за параметр довжину дуги.

12. Скласти параметричне рiвняння ланцюгової лiнiї

y = a ch(x/a)

прийнявши за параметр довжину дуги, починаючи вiд вершини у бiк додатних абсцис.

13. Написати параметричне рiвняння гвинтової лiнiї, прийнявши за параметр довжину дуги.
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6 Кривина кривої

Для натуральної параметризацiї k = |r̄′′(s)|, та k = |[r̄′(t), r̄′′(t)]|
|r̄′(t)|3 , для довiльної вектор-функцiї r̄(t).

В координатах

k =

√
(z′′y′ − y′′z′)2 + (x′′z′ − z′′x′)2 + (y′′x′ − x′′y′)2

(x′2 + y′2 + z′2)3/2

Якщо крива пласка, то k = y′′x′−x′′y′

(x′2+y′2)3/2
для параметричного задання. Для неявного F (x, y) = 0:

k =
F ′′xxF

′2
y − 2F ′′xyF

′
xF
′
y + F ′′yyF

′2
x

(F ′2x + F ′2y )3/2
.

Або в загальному виглядi k = div
(

gradF
|gradF |

)
.

1. Знайти кривину наступних лiнiй:

(a) y = a ch(x/a);

(b) y2 = 2px;

(c) x = a ch t, y = b sh t;

(d) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t);

(e) x = 2t, y = ln t, z = t2

(f) x = cos3 t, y = sin3 t, z = cos 2t;

(g) y2 = x, x2 = z;

(h) x = a cos t, y = a sin t, z = bt.

2. Знайти кривину лiнiї, яка задана рiвнянням

(a) ρ = ρ(ϕ);

(b) F (x, y) = 0.

3. Знайти кривину наступних лiнiй:

(a) ρ = aehϕ;

(b) ρ = a(1 + cosϕ)

(c) x2

a2
+ y2

b2
= 1

(d) x2

a2
− y2

b2
= 1

4. Обчислити кривину кривої (x− y)2 − x5 = 0 в точцi A(1, 0).
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