
1 Способи задання кривих

Параметричний


x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

Наприклад,


x = cos(t)
y = sin(t)
z = t

Явний y = f(t).

Неявний F (x, y) = 0 або
{
F1(x, y, z) = 0
F2(x, y, z) = 0

(перетин поверхонь)

1. Перевiрте, чи належать кривiй точки P (2, 1), Q(−2,−1), R(1, 0) та
знайдiть точки перетину з осями координат. Запишiть парамет-

ричне або неявне рiвняння. a)
{
x = 2t2 − 2
y = t− 1

b) x2 − y3 = 2x− 1.

2. Складiть параметричне рiвняння кола x2 + y2 − 2ax = 0, якщо за
параметр взяти: a) кутовий коефiцiєнт променя, який виходить з
початку координат b) кут мiж вiссю Ox та прямою, що проходить
через центр кола.

3. Покажiть, що рiвняння
{
x = a cosφ
y = b sinφ

та
{
x = a1−t2

1+t2

y = b 2t
1+t2

задають од-

ну й ту ж лiнiю. Як буде рухатись точка по кривiй, коли t змi-
нюється вiд −∞ до +∞?

4. Покажiть, що рiвняння
{
x = a1+t2

1−t2
y = b 2t

1−t2
задає гiперболу. Як буде ру-

хатись точка по кривiй, коли t змiнюється вiд −∞ до +∞ (t 6= 1)?

5. Запишiть параметричне рiвняння кривих a) (x2 + y2)x − 2ay2 = 0
b) r = a(1 + cosφ) c) (x2 + y2) + a(x2 − y2) = 0.

6. Точка P рiвномiрно обертається навколо прямої i одночасно рiв-
номiрним рухом переноситься вздовж цiєї прямої. Крива, по якiй
рухається ця точка P , зветься гвинтовою. Нехай цiєю прямою буде
вiсь Oz. Запишiть рiвняння гвинтової лiнiї та її проекцiї на коор-
динатнi площини.

7. Нехай ОА — дiаметр кола, |OA| = 2a, в точцi A проведена дотич-
на AC. Через точку O проведений промiнь OC, який перетинає
коло в точцi B. На променi вiдкладений вiдрiзок OM такий, що
OM = BC. При обертаннi променя OC навколо точки O, точка M
рухається за траєкторiєю, що називається цисоїда Дiоклеса. Напи-
сати рiвняння цiєї лiнiї.
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8. Вiдрiзок AB постiйної довжини 2a ковзає своїми кiнцями по вiсям
прямокутної системи координат Oxy. З початку координат до пря-
мої AB проведений перпендикуляр OM . Скласти рiвняння фiгури,
яка утворюється точками M .

9. Круговий цилiндр радiусу R перетинається зi сферою радiусу 2R
так, що одна з твiрних цилiндру проходить через центр сфери. Лiнiя
перетину називається лiнiєю Вiвiанi. Запишiть її рiвняння в неяв-
ному та параметричному виглядi.

10. Лiнiю x = t, y = t2, z = et запишiть, як перетин двох поверхонь.

11. Покажiть (або побачте), що лiнiя x = sin 2φ, y = 1 − cos 2φ, z =
2 cosφ лежить на сферi та є лiнiєю перетину параболiчного i кру-
гового цилiндрiв.

12. Знайдiть проекцiю на площину Oxz лiнiї перетину a) конуса y2 = xz
та площини x− y + z + 1 = 0; b) цилiндру над параболою y2 = 2px
та площини x+ y − z = 0.

13. Яка крива задається рiвнянням r̄(t) = ā+b̄t+c̄t2, де ā, b̄, c̄— постiйнi
вектори?

2 Властивостi радiус-вектору

Доведiть, що для радiус-векторiв r̄i(t) =


x = xi(t)
y = yi(t)
z = zi(t)

виконується:

1. (r̄1(t)± r̄2(t))′ = r̄′1(t)± r̄′2(t)

2. (f(t)r̄(t))′ = f ′(t)r̄(t) + f(t)r̄′(t)

3. (r̄1(t), r̄2(t))
′ = (r̄′1(t), r̄2(t)) + (r̄1(t), r̄

′
2(t))

4. [r̄1(t), r̄2(t)]
′ = [r̄′1(t), r̄2(t)] + [r̄1(t), r̄

′
2(t)]

5. (r̄1(t), r̄2(t), r̄3(t))
′ = (r̄′1(t), r̄2(t), r̄3(t))+(r̄1(t), r̄

′
2(t), r̄3(t))+(r̄1(t), r̄2(t), r̄

′
3(t))

1. Доведiть, що з неперервностi радiус-вектора r̄(t) наслiдком є непе-
рервнiсть |r̄(t)|. Чи вiрне зворотне твердження?

2. Обчислiть похiдну вiд: a) r̄2(t); b) |r̄(t)|; c) r̄′(t) × r̄′′(t); d)
(r̄′(t), r̄′′(t)); e) (r̄′(t), r̄′′(t), r̄′′′(t)); f) r̄′(t) × r̄′′(t) × r̄′′′(t); g)
|r̄′(t)× r̄′′(t)|;
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3. Чи вiрно, що |r̄′(t)| = |r̄(t)|′.

4. Доведiть, що якщо на деякому iнтервалi r̄(t) = 0̄, то r̄(t) = const на
цьому iнтервалi. Чи вiрне зворотне твердження?

5. На деякому iнтервалi |r̄(t)| = const. Доведiть, що r̄(t) ⊥ r̄′(t) на
цьому iнтервалi. Чи вiрне зворотне твердження?

6. На деякому iнтервалi r̄(t) ‖ r̄′(t), для цього необхiдно i достатньо,
щоб r̄(t) мав постiйний напрямок. Доведiть.

7. Нехай для вектор-функцiї r̄(t) класа Ck в усiх точках областi визна-
чення мають мiсце наступнi спiввiдношення: (r̄′(t), r̄′′(t), r̄′′′(t)) =
0, r̄′(t)× r̄′′(t) 6= 0. Довести, що r̄(t) задає плоску криву.

8. Довести, що ветор-функцiя r̄(t) = r̄0 +cos(t)r̄1 +sin(t)r̄2 задає елiпс,
якщо r̄1 ∦ r̄2.
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