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Введение

Предлагаемая вниманию читателя обзорная статья содержит сводку
результатов по римановой геометрии расслоений.

По своей структуре статья разбита на семь разделов. В первом мы рас-
сматриваем метрику С. Сасаки [93] касательного и нормального расслоения,
и, соответственно, сферического касательного и нормального расслоения.

Обобщением расслоений являются римановы субмерсии. Поскольку
римановы субмерсии представляют в настоящее время предмет исследова-
ния многих геометров, то мы сочли уместным поместить во втором разделе
обзор работ Б. О' Нейла и А. Грея [57, 84]. Тем самым будет заполнен суще-
ственный пробел в геометрической литературе по этой тематике на русском
языке.

В третьем разделе мы поместили обзор результатов, в которых ставится
и в определенном смысле решается первый и естественный вопрос римановой
геометрии расслоений: какова связь геометрических характеристик рас-
слоения с аналогичными характеристиками слоев и базы.

Четвертый раздел полностью посвящен обзору результатов по изуче-
нию геодезических касательного и нормального расслоений, а также вполне
геодезических подмногообразий в них. Наиболее законченные результаты
в этом направлении получены С. Сасаки [95] и К. Сато [961.
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В пятом разделе собраны результаты по геометрии подмногообразий
(поверхностей) в касательном расслоении риманова многообразия с мет-
рикой Сасаки.

Кроме самостоятельного геометрического интереса, метрика Сасакя
имеет важные приложения. В шестом разделе изложены некоторые примеры
таких приложений. В частности, мы излагаем доказательство теоремы о
строении параболической поверхности в римановом пространстве, принад-
лежащее А. А. Борисенко.

Последний седьмой раздел содержит формулировки ряда нерешенных
вопросов и задач, связанных с изучением римановой геометрии расслоений.
Авторы надеются, что сформулированные утверждения окажутся интерес-
ными и для других геометров.

Не затронутые в обзоре темы отражены в недавно вышедшей моногра-
фии: C o r d e r o L., D o d s o n G.T. J., d e L e o n M. «Differential
Geometry of Frame Bundles».— Kluwer Acad. Press, 1989. Содержание на-
шего обзора не пересекается с содержанием этой монографии.

П р и м е ч а н и я .
1. На протяжении всей статьи, если не оговорено противное: а) рима-

тювы многообразия предполагаются имеющими размерность п; б) малые
лндексы изменяются от 1 до п; в) индексы /, ,'У, К, Н изменяются от 1 до 2га.

2. При цитировании, символом «*» помечены работы по римановой гео-
метрии, список которых вынесен отдельно.

1. Римановы и псевдорймановы метрики на расслоениях

Пусть заданы два топологических пространства Е и В и непрерывное
отображение л: Е —>• В. Говорят, что отображение задает локально триви-
альное расслоение, если найдется такое пространство F, что для любой точ-
ки х ЕЕ В существует ее окрестность U ЕЭ х, для которой прообраз я " 1 (U)
гомеоморфен прямому произведению U X F.

Пространство Е называется {тотальным) пространством расслоения
или расслоенным пространством, пространство В — базой расслоения,
а пространство F — слоем расслоения, отображение л — проекцией.

Окрестность U, фигурирующая в определении, называется иногда три-
еиализующей окрестностью.

Пусть теперь М — гладкое и-мерное многообразие, (Ua, {ха, . . ., х'а) —
атлас, х0 — фиксированная точка. Касательным вектором | к многообразию
М в точке х0 называется набор чисел {Ё^., . . ., £а}, удовлетворяющий на
пересечении окрестностей Ua и С/р соотношению

дх

Множество всех касательных векторов в точке х £Е М называется ка-
сательным пространством ТХМ. Дизъюнктивное объединение всех каса-
тельных пространств (J ТХМ обозначаем через ТМ.

Множество ТМ наделяется топологией. А именно окрестностью точки
(х0, | 0 ) ЕЕ ТМ называется множество таких касательных векторов г\ в точ-

п

ках х 6Е М, что р (х, х
0
) < е и S (£а — Ла)2

 <С
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 некоторого г > О

je=i

и некоторой карты U
a
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Пусть я: ТМ-> М — отображение, сопоставляющее каждому касатель-
ному пространству ТХМ точку касания. Это отображение задает расслоение
•с базой М, слоем, изоморфным Еп, тотальным пространством ТМ, которое
называется касательным, расслоением многообразия М.

Локальные координаты на ТМ можно определить следующим образом.
Пусть U — координатная окрестность М и (х1, . . ., хп) — координат-

ные функции. Тогда каждый касательный вектор к М в точке х0 £Е М может
быть задан 2га переменными {я\, £})), где {х1

0} — координаты точки х0, {£h} —
координаты вектора £ в базисе (д/дх1) |Жо. Эти координаты называются есте-
ственными индуцированными координатами касательного расслоения.

Пусть (f/, {х1}), (£/', {х1}) — две координатные (тривиализующие) окрест-
ности, такие, что U f] U' =/= 0 . Тогда пересечение окрестностей (U X Еп) f]
П (U' П Ёп) также не пусто, и координатному преобразованию х'1 =
= х'1 (х1, . . ., хп) па U f] U' соответствует координатное преобразование

X Л* ^О. , . . . , Jy ] ,

I'1 — ЭХ'1 Et

на (U X Еп) П (U' Г] Еп).
Аналогичным образом определяется нормальное расслоение подмно-

гообразия и естественные индуцированные координаты на нем.
Естественный базис касательного к ТМ пространства составляют век-

торы {д1дхг; д/dl1}.
Касательное к ТМ пространство разбивается на два подпространства,

одно из которых касательно слою, а другое трансверсалыю слою. Первое
называется вертикальным подпространством 2^ТМ, а второе —• горизон-
тальным подпространством ЖТМ. ___

Таким образом, в каждой точке Q = (Q, | ) (ЕЕ ТМ

= Ж*ТМ ffi V

Обзор римановых метрик на касательном расслоении риманова много-
образия мы начнем с метрики, которую определил на ТМ Сасаки [93]. А имен-
но пусть (М, g) —риманово многообразие с метрикой g. Если (хг) — локальные
координаты на М, то линейный элемент ds метрики g записывается в виде
ds* = gikdxldxh. Введем на ТМ естественные индуцированные^ координаты
(хг, | г ) и рассмотрим две близкие точки ТМ с координатами (жг, £г) и (хг +
+ dx\ I1 + dg).

Перенесем касательный вектор (£1 + й|г) параллельно в смысле Леви-
Чивита из точки (хг + dx%) в точку (хг) вдоль естественной геодезической,
соединяющей эти точки. Пусть dQ означает угол между результатом парал-
лельного переноса и вектором (£г). Тогда квадрат дифференциала расстояния
do2 между точками (хг, %) и (х1 + dxl, | г -j- d\l) определим так: da2 = ds2 +
+ | % |а dQ2. В локальных координатах (хг, | г ) для линейного элемента ТМ
получим следующее выражение: t ,

do0- = gikdxidxls -!- gi}sDVDl\

где D^1 = d\% + TljuVdxK — ковариантные дифференциалы координат ка-
сательного вектора.

Обозначим через Тgiy компоненты метрики Сасаки ТМ. Тогда do2 =
— Tgijdxxdx + 2Tgin+jdxdl3 + rgn+in+J-d£\itj. Отсюда найдем выражение



5 4 А. А. БОРИСЕНКО, А. Л. ЯМПОЛЬСКИЙ

Тgo/ в локальных координатах (х1, Ъ,1)'-

Контрвариантные компоненты метрики Сасаки имеют вид [93]

7Vj = g\ Tgtn+i = -Tisgisi»,

Другой подход к определению этой метрики предложил П. Домбровский
[50]. А именно если gy dxldxj — метрическая форма М, то скалярное про-
изведение векторов X и У на М, имеющих координаты в естественном базисе
(д/г)х1) соответственно {X1, . . ., Xй) и {У1, . . ., У™}, вычисляется по формуле

Рассмотрим с этой точки зрения скалярное произведение «X, Т» двух
векторов X и F, касательных к ТМ и имеющих в естественном базисе (д/дхг,
д/дг,1) координаты

{А , . . ., X ; А т , . . ., А },

{У1, . . ., У"; Уп+1, . . ., У2"} соответственно.
Тогда

Определим отображения
К: ТТМ-^ТМ,

я*: ТТМ-+ТМ
формулами

# Х = (A*n+i + I M ^ A * * ) д.'<Э.г\

Отображение К Домбровский назвал отображением связности, в то
время как я* есть дифференциал проекции л: ТМ->-М. Таким образом,
формула для вычисления скалярного произведения векторов X и У в метрике
Сасаки преобразуется к виду

«X, У» = <Я,Я\ ЯД')

При этом вертикальное подпространство WTM = Кег я^, а горизонталь-
ное ЖТМ = Кег К и, очевидно, эти подпространства в метрике Сасаки ор-
тогональны (см. [93], [50], 1*). _ __ _

Заметим, что формулой «X, У» = <я#, A*, ZF> + <i^X, я^У) так же
определяется (псевдо-) риманова метрика. Это — так называемая метрика
Вилъмса [101].

Используя определения я„. и К, можно ввести понятие горизонтального
и вертикального лифтов на ТМ данного векторного поля Ъ на М. А именно
(см. [50]) векторные поля ZH и Zv на ТМ называются соответственно го-
ризонтальным и вертикальным лифтом поля Z, если

n*Z(.Q,i) ~ %Q, K.Z(Q,D = 0,

•n*Z(Q,D = 0, KZ(Q,D = ZQ

в каждой точке (Q, I) е ТМ.
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В локальных координатах определение лифтов выглядит так. Если Z =
= {Z1, . . ., Z™} — вектор TQM, TO его горизонтальный Z H и вертикальный
Zv лифты в точку (Q, | ) имеют координаты

Z" = {Z\ . . ., Zn; -T)kZ%\ • • ., -Т"Ж%
Zv = {О, . . ., 0; Z\ . . ., Z"}.

Отметим попутно технически важную лемму о скобках лифтов вектор-
ных полей.

Л е м м а -1.1 [50]. В каждой точке (Q, | ) £Е ТМ

[XV, YV] = 0,

Yv) = (VXY)V,

УЩ = [X, У],

К [Хн, YH) = -R (X, Y) I,
где V, вообще говоря,— произвольная аффинная связность на М и R (X, Y) | —
ее тензор кривизны.

Аналог для расслоения реперов доказан в [47].
Л е м м а 1.2 [93]. Символа, Кристоффеля первого рода связности

Ливи-Чивита метрики Сасаки имеют вид
~ ~ 1 а В

р 1 Г ^ГЦ,?| | dTXk,h г а г | 3 г « г | 3 1 6 ,
А Л,n+7i g" I —^~К ' Т1 *аВА hjA U — ga$L %]*• hk \ S •

Л е м м а 1.3 [93]. Символы Кристоффеля второго рода связности Леви-
Чивита метрики Сасаки имеют вид

,̂. /(
Гл+j Ti+lt = 0, Г „ + ; к = -у- Лк- я,^?",

n+j R = i Лс 2" I \ihnr,.jTt,K,

f JR = Г), + i - [Д^Ги + ^Uru] 5^.

Г̂ « = ̂  [ 4 + 4 д + 2 -^Ь_] ^ + -i- Г*л [Я^Г^ + Л^Г8,,] £№.

Используя эти леммы, можно найти ковариантные производные комби-
наций лифтов векторных полей.

Л е м м а 1.4 [65].

? z V F v = 0, V,.H Y y = (VxY)y + ̂ [R (I, У)

4 Х ) Г ] Я ' ^ н ^ Н = FxY)H Y [R (X, У) 1]У.

Аналог этой леммы для расслоения реперов дан в [47].
Здесь уместно также заметить, что конструкция метрики Сасаки не тре-

бует того, чтобы связность была римановой, и, следовательно, эта конструк-
ция применима к любым векторным расслоениям со связностью над рима-
новым многообразием.
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Рассмотрим с этой точки зрения нормальное расслоение поверхности F1

в римановом пространстве М1+р. В каждой точке Q ЕЕ F1 имеет место раз-
ложение касательного к Мс+Р пространства TQM1+P В прямую сумму двух
подпространств TQF1 И NQF , первое из которых касательно к F1, а второе
ортогонально к TQF1 В метрике пространства М1+р.

Пространством нормального расслоения называется дизъюнктивное объ-
epjmemie^NQF1 по всем Q ЕЕ F1. Если Q GEE F1, а | — нормаль к F1 в точке Q7

то пара Q = ((>, ^) есть точка нормального расслоения NF1. Обозначим через
(х1, . . ., х1) локальные координаты F1, а через (I1, . . ., | р ) координаты нор-
мали \ в некотором базисе нормалей п1\, . . ., пр\, который в дальнейшем
будем считать ортонормированным. Тогда набор координат (х1, . . ., xl\
I 1, . . ., | р ) задает локальные координаты на NF1, которые называются по
аналогии с касательным расслоением естественными индуцированными ко-
ординатами.

Пусть g и V — метрика и ковариантная производная на Ml+P, a g — ин-
дуцированная на F1 метрика. Если X — касательное к Fl, a | — нормальное
к F1 векторные поля, то ковариаптной производной в нормальной связности
Vjj| векторного поля | по направлению векторного поля X называется проек-
ция векторного поля V^S на нормальное подпространство к F1.

В локальных координатах

Ч1па\ = jj-aiiWti (i = 1, • • ., I; a =-• 1, . . ., р),

где [xa|j (=(J-ca|j) — коэффициенты кручения. Поэтому для векторных полей

Ковариантным дифференциалом D1 нормального векторного поля \ на-
зывается нормальная ковариантная производная поля | по направлению век-
торного поля dX = {dr1, . . ., dx1}

Определим в естественных индуцированных координатах (хг, | а ) линей-
ный элемент da метрики Сасаки NF1 равенством [5J

где 8ap — символ Кронеккера (соответствующий послойной евклидовой мет-
рике).

Для компонент метрики Сасаки Ng нормального расслоения получаем
следующее выражение [31]:

= [X|3T|;:ST,

Ngi+a l+P, — бар •

Контравариантные компоненты имеют вид

Ngt} = giS,

Естественным образом определяются для NF1 отображение я% ж отобра-
жение связности К (см. [89]). Если I и У касаются NF1 в точке Q — (^,_|)'
и в естественном базисе (д/дхг; д!д\а) векторы Ж и Y имеют координаты {Xх;
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Xl+a}, {F*; Т1+а}, то, обозначив через « » скалярные произведения векторов
в метрике Сасаки, а через < , > и < , >j_ — скалярные произведения векторов
в метрике g и послойной (евклидовой) метрике соответственно, найдем

{Ж, ?} =

т. е. л% и К в локальных координатах представляются в виде

Вертикальное подпространство fflzNF1 = Кег я*, горизонтальное ЖgNF1 =
= Кег Я.

Естественным образом определяются горизонтальный и вертикальный
лифты касательного X и нормального т] векторов в TNF1, в точку ((?, £).
А именно [89]

Хн = {Г; -ц?, к ХЧ т } , Пу = {0; т,»}.

Аналог леммы Домбровского имеет следующий вид [6, 31].
Л е м м а 1.5. В каждой точке Q = (Q, %) ЕЕ NF1

[t,v, r f Ig = О, Q

я* [XH, F H ] Q = [JT, Y]Q, К [Хн, ¥Щ^ = -{N (X, Y)

где N (X, Y) £ — вектор кривизны нормальной связности.
Напомним, что

— тензор кривизны нормальной связности, а N (X, Y) | = N$\i)XlY1l£'na\.
Инвариантным образом

N (X, Y) I = ViV^S. - V^Vig - Vfr.yjE. '

В качестве других технических результатов приведем выражение сим-
волов Кристоффеля метрики iVT̂  и аналог леммы Ковальского о ковариант-
ных производных (см. [6, 31]).

Л е м м а 1.6. Символы Кристоффеля первого рода римановой связности
метрики Сасаки NF1 равны:

( ) ( И г К и О J "̂>

+га, г+р =

- у [A7pTfz7

Л е м м а 1.7. Символы Кристоффеля второго рода римановой связно-
сти метрики Сасаки F1 имеют вид

Л rJc , 1 r»,li „a
U = i У + - о " U V г | Н
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1 с-к £5 рг+о
Л ё . -I i+cc j =

J- i+a г+р — и, i г+« г+р —- и.

Л е м м а 1.8. Если X, Y — касательные, а У\ и t, — нормальные вектор-
ные поля на Fl CI М1+р, то в каждой точке Q = (Q, I) имеют место равен-
ства

В последних двух леммах участвует тензор N- В локальных координа-
тах iVJiap = gl'Na$\sj, а в инвариантной форме N (|, г\) X определяется ра-
венством <$(£, TI) X, Y} = (N (X, Y) £, r\)x. Таким образом, если N (X, У)
— кососимметричное линейное преобразование NQF1, то N (£, г\) — ко-
сосимметричное линейное преобразование TQF1.

Заметим попутно, что из уравнения Риччи для погруженных многообра-
зий

<R (X, Y) h чУ- = <7V (X, У) I, Т1>х - < U g , Ап] X, У>

следует, что в пространствах постоянной кривизны (в этом случае <Й (X,
Y) ?! Л/'Г е с т ь 0) ^ (̂ i 1)) -^ = [А§, Ац] X, где А% и ^т, — матрицы вторых
квадратичных форм поверхности F1 относительно нормалей \ и TI соответст-
венно.

Если в каждом слое ТМ ограничиться векторами фиксированной длины
Р ^> 0, то получим подрасслоение ТРМ: являющееся гиперповерхностью,
в ТМ. Если М компактно, то ТРМ — компактное подмногообразие в ТМ.
Его вложение задается условием gt^V^ = Р2- Нормалью к ТРМ в точке
(Q, £) (EL ТрМ будет вектор | v , где лифт понимается в смысле ТМ.

ТрМ называется сферическим касательным расслоением. При р = 1 еще-
говорят о расслоении единичных векторов. Кроме ТРМ в ТМ можно рассмат-
ривать и другие типы поверхностей (см. § 5).

Отображение связности ТРМ определяется как ограничение отображе-
ния связности расслоения ТМ: Кр = К \Трм- При этом Кр: T(Q,D, ТРМ ->•

—у LQ (£), где LQ (|) — ортогональное дополнение t, в TQM.
Компоненты метрического тензора ТРМ можно вычислить, например,

так.
Рассмотрим равенство gticV^ " Р2 к а к уравнение относительно £п.

Тогда ТрМ задается явно и

*ЕП Lrk%. (=л-)-

dln 1р_ , .

ОС, Ъп

где | , = gisl\ p = 1, . . ., п — 1.
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После стандартных вычислений находим

(TPg),j = gtJ + ТкТкЛФ + Гм,„, &Aj + 1\,.„£М« + gnnAtAj,
(Tpg)in+P = r W l P l ^ + Гм,„, | ^ p + g n p 4 ; + gnnAtBp,

{T(,g)n+pn+q = gpg + gnpBq + gng-Sp + gnnBpBq,

(p, q = 1, . . ., n — 1)

Несколько иной вид компонент метрики ТХМ ( т .е . при р = 1) получи-
ли С. Ямагучи и Н. Кавабата [107].

Зададим ТХМ в ТМ параметрически:

Пусть V;| — ковариантная производная \ в связности многообразия М по
иг, dpi, — обычная производная | по параметру tp. Тогда компоненты метри-
ки Сасаки ТХМ примут вид

Если в каждом слое нормального расслоения iV.F; ограничиться векторами
фиксированной длины, то получим сферическое нормальное расслоение NpF

l.
С геометрической точки зрения интересно изучение геометрии нормаль-

ного расслоения единичных векторов, т. е. при р = 1.
Поскольку вдоль F1 базис нормалей можно выбрать ортонормированным,

то условие единичности нормального вектора примет вид

()
а=1

а естественное вложение NxF
l CI NF1 задается так:

где (у) — координаты на NF1, (хг, ^ф) — координаты на NxF
l, i = 1, . . ., I;

Ф = 1, . . ., р — 1. Положим

В таких координатах справедливы следующие леммы.
Л е м м а 1.9. Ковариантные компоненты метрического тензора мет-

рики Сасаки NxF
l равны

(а, т, А, = 1, . . ., р: ф, 6 = 1, . . ., р — 1; 2, / = 1, . . ., I).
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Л е м м а 1.10. Контравариантные компоненты метрического тензора
равны

f i ^

(а, т, Я. = 1, . . ., р; ф, 9 = 1, . . ., р — 1; i, j = 1, . . ., Z).

Ha расслоении реперов / Ж и ортонормированных реперов ОМ аналог
метрики Сасаки построил К. П. Мок [73].

Геометрический смысл этой метрики состоит в следующем. Пусть Q =
= (х1, . . ., хп) — точка на М, F = {%ъ . . ., £п}— линейный репер в TQM.
Тогда пара (Q, F) составляет точку расслоения реперов FM. Рассмотрим две
близкие точки расслоения реперов: (О + dQ, F -f- dF) и (Q, F). Перенесем
каждый вектор репера F + dF в точку Q параллельно в смысле Леви-Чиви-
та вдоль геодезической, соединяющей точки Q и Q + dQ. Пусть dQ1 — угол
между результатом параллельного переноса вектора \t + d\l и вектором ^,.
ds — длина геодезического сегмента (Q, Q + dQ). Тогда линейный элемент
do метрики Сасаки FМ определяется формулой

do2 = ds2 + 23 I li I2 W 2 -
г = 1

Работа содержит также прямые аналоги лемм 1.2 и 1.3, вычисление тен-
зора кривизны метрики Сасаки FM. Не желая утяжелять индексные обозна-
чения, мы отсылаем читателя к оригинальной статье [73], отметив, что полу-
ченные в ней формулы качественно мало отличаются от соответствующих фор-
мул для ТМ.

Возвращаясь к касательному расслоению, укажем локальные выраже-
ния для некоторых других типов метрик на ТМ, связанных с римановой
(псевдоримановой) метрикой и связностью М.

Рассмотрим квадратичные формы [105]:

I. gtjdxldx\
II. ig^dxiDV,
III. g

Тогда метрическая форма метрики Сасаки может быть представлена как сум-
ма I + III. Форма II, рассматриваемая как метрическая форма на ТМ, опре-
деляет так называемую метрику полного лифта. Метрику I + III, т. е. мет-
рику Сасаки, иногда называют метрикой диагонального лифта. Формы I +
+ II и II + Ш также определяют (псевдо-) римановы метрики на ТМ. Их
свойства изучались в работах [105, 100]. А. П. Широковым предложена
конструкция синектической метрики и синектической связности на ТМ [25].

И вообще, можно указать процедуру поднятия (лифта) с М на ТМ любых
тензорных полей, а не только метрик. Различают горизонтальные, верти-
кальные, полные поднятия тензорных полей. Мы, однако, этих вопросов ка-
саться не будем (см. [8, 74] и др.), так как это может быть темой отдельного-
обзора.

Итак, на касательном расслоении риманова многообразия можно по-
строить различными способами (псевдо-) риманову метрику исходя из (псев-
до-) римановой метрики данного риманова многообразия. Таким образом,,
отображение проекции к: ТМ -*• М становится отображением между двумя
(псевдо-) римановыми многообразиями, причем п^ есть сюръекция и сохра-
няет длины горизонтальных векторов. Возможно, это послужило основой,
для определения понятия римановой субмерсии, к рассмотрению которой
мы переходим.
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2. Римановы субмерсии

2.1. Основные уравнения римановой субшерсии. Пусть М и В — рима-
новы многообразия. Риманова субмерсия п: М -> В есть отображение М на-
В, удовлетворяющее следующим аксиомам А1 и А2.

А1. п имеет максимальный ранг, т. е. rg я% = dim В, а следовательно,.
лГ1 (Ь) для каждого Ъ ЕЕ В есть гладкое вложение подмногообразия в М раз-
мерности dim М — dim В.

Подмногообразия п~х (Ь) называются слоями. Векторные поля на М,.
касательные к слоям, называются вертикальными. Векторные поля на М,
ортогональные слоям в метрике М, называются горизонтальными.

А2. л* сохраняет длины горизонтальных векторов. М называется про-
странством субмерсии, В — базой субмерсии. О'Нейл [84] нашел аналоги
уровней Гаусса — Кодацци изометрического погружения для случая рима-
новых субмерсии.

Заметим, что пространство римановой субмерсии является частным слу-
чаем многообразия почти произведения, геометрия которого изучалась
А. Греем [57]. Его метод аналогичен методу О'Нейла как по идеям, так и по
результатам. Мы, однако, считаем риманову субмерсию более естественным,
объектом для изучения, и дальнейшее изложение следует О'Нейлу [84] (см.
также [2 *]).

Пусть Ж и W означают проекции касательного к М пространства на про-
странство горизонтальных и вертикальных векторов соответственно. Буквы
U, V, W всегда будут означать вертикальные векторные поля, а X, Y, Z —
горизонтальные.

Второй квадратичной формой слоев называется тензорное поле Т типа
(1, 2) на М, определяемое произвольными векторными полями Е и F на М
по формуле (ср. [57])

TEF = Ж\ТЕ (WF) + W^VE (XF).

где V — ковариантная производная на М.
Т обладает следующими свойствами:
1. В каждой точке ТЕ — кососимметричный линейный оператор на ка-

сательном пространстве к М и переводит горизонтальные векторы в иерти-
кальные и наоборот.

2. Т вертикален в том смысле, что ТЕ = Т-ГЕ-
3. Т симметричен на вертикальных векторных полях:

TVW = TWV.

Для определения другого тензора: А, в определении Т переставляются-
проекции I a f :

AEF =

А есть тензор (1, 2) и имеет следующие свойства:
1'. В каждой точке AEF есть кососимметрический линейный оператор

на касательном пространстве к М и переводит горизонтальные векторы в вер-
тикальные и наоборот.

2'. А горизонтален в том смысле, что

АЕ = АЖЕ-

3. Для горизонтальных векторных полей

AXY = -AYX.
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Тензор А есть тензор интегрируемости горизонтального распределения,
так как

Обозначим через V связность, индуцированную на слоях, т. е.

YVW =

Следующая лемма дает аналог разложения Гаусса для римановой суб-
мерсии.

Л е м м а 2.1 [84].

1) VyW = TyW + VVW,
2) VyZ = MVVX + TVX
3) VXV = AXV + W^xV,
4) VXY = MlxY + AXY

(cp. [65, 57]).
Обозначим через (J\ (Ух, V2) Vs, F 4 ) тензор кривизны слоя, через

(R* (hi, h2) h3, hty — тензор, определяемый равенством

где R* — тензор кривизны В ж hi = л„. (hi).
Если AxY в локальных координатах выражается как A']XlYJ, то через

(^zA)xY обозначим выражение (V^Ay) Z*XlYj. Тогда аналоги уравнений
Гаусса — Кодацци римановой субмерсии выписываются так (ср. [57]):

<Д (X, Y) Z, НУ = {R* (X,Y)Z, Н}~ 2 (AxY,AzHy + (AYZ, Ax Я>

+ (AzX,

<Д (X, Y) Z, Vy = < (Vz4)x У, Vy + {AXY, TvZy - (AYZ, TvXy -

<й (X, Y) V, Wy = <(VvA)x Y, Wy - <(VW^)*F, F> + < 4 z 7 , 4
- (AXW, AYVy - {TYX, TwYy + (TWX, TvYy,

<Д (X, V) Y, Wy = <(VxT)vW, F> + <(VVA)XY, Wy - <7>X, TwYy +

+ iAxV, AYWy,

<i? (U, V) W, ХУ = < (VyTW, Z> - {(VVT)VW, ХУ,

<i? (C/, V) W, Fy = <fi (tf, F) ТГ, F> + (TuF, TyWy~<_TvW, TyFy.

При этом ковариантные производные полей А и Т описываются следую-
щими равенствами:

(VvA)w = - Л Г у 1 у , (V xT) r = -TAxy,

Из уравнений Гаусса — Кодацци легко получить (ср. [57])
С л е д с т в и е . Пусть л: М -> В — риманова субмерсия, К,

и К — секционные кривизны М, В и слоев соответственно.
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Тогда

\
V I V Т7\ ///Т7 Т\ Т7 V\ I Л Т/ 12 I T V 12\

Л (Л, V) — | у |2 | т/ .a (<AVXi )у И, А> + | ЛхК " \1 у Л | ),

Из последней формулы следует, что по горизонтальным площадкам сек-
ционная кривизна пространства субмерсии не больше кривизны базы
([57, 12]).

В качестве примеров рассмотрены: а) расслоения Хопфа я : £2"+1 ->-•
—>- С-Р"; б) риманово однородное пространство GIK и я : G—>-G/K; в) рас-
слоение реперов F 5 и я: FB -> 5 .

В дополнение к этим приложениям А. Грэй [57] рассматривал расслое-
ния Хопфа Sin+3 —*- IH_P™ и получил выражение для секционной кривизны
кватернионного проективного пространства.

В рассмотренных примерах основным моментом было нахождение выра-
жения для тензора А римановой субмерсии, так как Т = 0 (это римановы
субмерсии с вполне геодезическими слоями).

Выпишем тензор А для расслоений Хопфа. Рассмотрим л: S2n+1 Д.
—> СРп [84]. Пусть N означает единичную внешнюю нормаль к единичной
сфере Sin+1 CZ R2"+2 CI C"+I- Пусть «7 естественная почти комплексная
структура на С"+1- Слои субмерсии л: 52П+1-^- СРп одномерны и являются
интегральными кривыми векторного поля CfN, которые, в свою очередь, яв-
ляются большими окружностями 52 П + 1.

Таким образом, вертикальное подпространство субмерсии я : 52 П + 1 —>
—> <СРп совпадает с JN, горизонтальное — с его ортогональным дополне-
нием.

Если X и Y — горизонтальные векторные поля на iS2n+1, то формулы

АхУ = (X, J7> JN, Ax (:JN) = .IX

полностью определяют тензор А.
Из приведенного выше следствия получаем формулу секционной кривиз-

ны СРп:

К (X Y \ 1Y \ 1 |

Рассмотрим кватернионное расслоение Хопфа я: Sin+Z —>- ВНР™ [57].
На касательном расслоении к Sin+3 определены операторы кватернион-

нокэлеровой структуры /, ,7, К: Р =•• К2 = j 2 = — Е, IJ = К. Пусть N —
единичная нормаль к Sin+S в /?4"+4. Тогда

АхУ = - (IX, F> IN - <.7Х, У> ,:7# - (КХ, F>

где X, Y — горизонтальные векторы расслоения Хопфа (т. е. горизонталь-
ные лифты касательных к НРИ векторов в пространство субмерсии).

Определим оператор Q: QX = XI Д XJ Д ХК. Хотя, вообще гово-
ря, XI, ХУ, ХК не являются базовыми, но QX базовое, т. е. существует век-
торное поле Q^X* на НРП, такое, что Q*X* = я* (QX), a QX = (Q+XJ1..

Тогда

„ У.) = 1 + 3 « Z # Д ^ДГ„ У* Д &Т*> ] / 2 - <Z^, У,,)2 | X* Д
д у^ |-2 = 1 + 3 sin (ф + 6) sin (ф - 6) (sin ф)"2

г
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где Ф и Э определяются из условий

<х д QX, У Л QY> = cos1 е | х |* | Y J*.

<Z, F> = cos Ф I X I I Y |.

Итак, расслоения Хопфа S* ^ S\ S2n+1 ^CPn, Sin+3 - ^ hPn являются
римановыми субмерсиями с.вполне геодезическими слоями. Оказывается,
что верна и обратная теорема, доказанная Р. Эскобалесом [51].

Т е о р е м а 2.1. Пусть я: Sm—>~B — риманова субмерсия со связными
•вполне геодезическими слоями, размерность слоя которой лежит в пределах
от 1 до т —• 1. Тогда я является субмерсией одного из 5 типов:

a) я: 5 2 П + 1 - ^ СРп (га > 2),

b) я: S^+^HP11 ( ч > 2),

c) я: S3 -^ S* (1/2).

d) я : 5 7 ^ 5 1 (1/2),

e) л: S J 5 ^ S8 (1/2).
5 случаях а) и в) В изометрично комплексному и кватернионному проек-

тивному пространству секционной кривизны 1 <^ К* <^ 4. 5 случаях с),
•d) и е) В изометрично сфере кривизны К% = 4.

Напомним, что касательное расслоение риманова многообразия с метри-
кой Сасаки также есть риманова субмерсия с вполне геодезическими слоями.

В каждой точке (Q, | ) ЕЕ ГМ, тензор А полностью определяется следую-
щими формулами: | ^ | ^ /

AxHYH = ~

AxHYv =4

тде R — тензор кривизны многообразия в точке Q ЕЕ М.
Отсюда, в частности, секционные кривизны ТМ по горизонтальным,

вертикальным и смешанным площадкам в точке (Q, с,) равны [57]:

а) К (Я?, УУ) = О,

б) К (Xv, YH) = -1-1 Л (g, Z) У |2/1 X И У |a,

в) лг(Хн,гн)=^Нс(х)г)-А|л(х,у)1р/|хл^12.
где X ,\Y — простой бивектор на векторах X, Y E= TQM.

Л. Бержери и Ж.-П. Буржиньон [38] исследовали связь операторов
Лапласа на пространстве римановой субмерсии с операторами Лапласа слоев
и базы субмерсии с вполне геодезическими слоями. Точнее, пусть л: М —*•
—*- В — риманова субмерсия с вполне геодезическими слоями. Пусть Fm =
= яГ* (я (т)) означает слой, проходящий через точку т Е= М. Обозначим
через Ам оператор Лапласа на пространстве римановой субмерсии.

Если /: М->- R — функция класса С2, то через / j Fm обозначим сужение

/на слой Fm, через AF"t — оператор Лапласа слоя, рассматриваемого в метри-
ке, индуцированной из М.

Вертикальным лапласианом Д„ называется дифференциальный оператор
второго порядка, определенный на С2-функциях на М по формуле

(Д„/) И = (Д''» (/ 1 Fn)) (m).
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Горизонтальным лапласианом Дл называется дифференциальный оператор

Д„ = Д м - Д„.

Говорят, что операторы А и В коммутируют, если АВ — ВА — нуле-
вой оператор.

Т е о р е м а 2.2 [38]. Если слои римановой субмерсии л : М —>- В вполне
геодезичны, то операторы А м , А,, и Ah попарно коммутируют.

Используя этот факт, Бержери и Буржиньон отмечают, что если М ком-
пактно и связно, то спектр оператора Д„ (так же, как и Ам) дискретен, чего
нельзя сказать о Ah. Однако если кратность каждого собственного значения
оператора Ам в рассматриваемой ситуации конечна, то для собственных зна-
чений оператора До это, вообще говоря, неверно.

Спектр оператора Д„ содержит, в общем случае спектр оператора Д в

базового многообразия, но не совпадает с ним.
Если через L2 (М) обозначить гильбертово пространство (вещественно-

значных) /Лфункций на М, то оказывается, что Z,2 (М) допускает базис, со-
стоящий из общих собственных функций операторов Д м и А,,.

Связь между собственными значениями операторов Ам, Дг, и Ал описы-
вается так. Пусть

И (Ь, Ф) = {/ е= L2 (М) | Aft/ = Ы, Д„/ = Ф/}.

Если / £Е Н (Ь, ф), то Ам/ = (Ъ + ф) /. Обратное, однако, неверно, т. е.
собственные значения оператора Ам не являются всевозможными суммами
собственных значений операторов Ah и Д„, если М — не прямое произведе-
ние. Среди других результатов этой работы отметим связи типа неравенств,
установленные для диаметров пространства субмерсии, слоя и базы. Обозна-
чим через diam {FIG) диаметр метрического пространства FIG, где F — слой
рассматриваемый с метрикой, индуцированной из М, G — группа изомет-
рий слоя. Обозначим через diamft (М) горизонтальный диаметр М:

diamh М = sup inf {длина горизонтальной геодезической,
Р, дем

соединяющей р и q, если это возможно},

где inf берется по всем возможным горизонтальным кривым.
Тогда

diam2 В + diam2 (FIG) < diam2 M,

diam2 M < diam2 В + diam2 F,

diam2 M < diam2, M + diam2 {FIG).

Представляется интересным изучение связи геометрии подмногообразия
в пространстве римановой субмерсии с геометрией слоев и базы.

Естественным классом подмногообразий в М являются слои. Они явля-
ются интегральными подмногообразиями вертикального распределения.
Связь секционных кривизн М, F и вторых квадратичных форм слоя в про-
странстве субмерсии найдена О'Нейлом (см. выше).

Горизонтальное распределение римаиовой субмерсии, за исключением
случая плоской базы, не интегрируемо. Однако это не мешает рассматривать
горизонтальные подмногообразия в М, размерность которых меньше размер-
ности базы. Такие подмногообразия рассматривал Рекцигель [90]. Уточним
определения и дадим формулировку его результата.

Пусть я: М —>• В — псевдориманова субмерсия. Отображение g: N -*•
->• М называется горизонтальным изометрическим поружением, если каса-
тельное пространство к g (N) С М горизонтально в каждой точке.

3 УМН, т. 46, вып. 6
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Обозначим через / композицию проекции субмерсии и погружения g:
/ = Я о g.

Основной результат [90] можно сформулировать так.
Т е о р е м а 2.3. Если g: N ->- М — горизонтальное изометрическое по-

гружение псевдориманова многообразия N в пространство псевдоримановой
субмерсии М, то:

а) / = л о g — изометрическое погружение N -*• В;
б) вторая квадратичная форма hg погружения g горизонтальна и n^h8 =

= hi, где hf — вторая квадратичная форма /: N —*- В;
в) пусть ]_ (g) и _L (/) — нормальные расслоения погружений g и / соот-

ветственно. V-i- — нормальная связность J_ (g) и J_ (/).
Для любого нормального векторного поля r\ ЕЕ _L (e)i I t* rl нормальное век-

торное поле из _]_/. В случае если г\ горизонтально, то

2FViT! = A (gtX, ц), nJ7]ii\

для любого векторного поля X на N.
(Напомним, что А — тензор интегрируемости горизонтального распре-

деления).
С л е д с т в и е . Погружение /: N -*- В вполне геодезично, вполне ом-

билично или псевдоомбилично тогда и только тогда, когда такими же свойст-
вами обладает g: N -+- М.

В работе [69] рассмотрены двумерные чебышевские поверхности в про-
странстве римановой субмерсии. Исследованы два случая расположения та-
кой поверхности: а) если проекция на базу одномерна, а на слой двумерна;
б) если проекция на базу и слой одномерны. Один из результатов: если пере-
сечение поверхности со слоем есть линия ее чебышевской сети, то проекция
сети на слой есть чебышевская сеть слоя.

Некоторые результаты по геометрии римановых субмерсии, слои кото-
рых не являются вполне геодезическими, изложил Икута [61]. Так, например,
им предъявлено выражение для тензора кривизны нормальной связности
слоя через тензоры интегрируемости горизонтального распределения и вто-
рые квадратичные формы слоев. Доказана

Т е о р е м а 2.4. Пусть л: Mn+ls (с) —>• Вп (а) — риманоеа субмерсия
пространства постоянной кривизны с на пространство постоянной кривизны
а. Если:

а) с = а, то горизонтальное распределение интегрируемо;
б) с =?^ а и нормальная связность слоя плоская, то п четно.
Впрочем, утверждение а) является простым следствием из формул

О'Нейла, связывающих кривизны базы и пространства субмерсии.
Кроме того, из интегрируемости горизонтального распределения следу-

ет, что М есть метрическое произведение базы на слой. С учетом того, что М
имеет постоянную кривизну, это означает, что М плоско, т. е. с = а = 0.

Представляется интересной постановка задачи для римановых субмер-
сии, предложенная в работе [80]. Пусть я: М —>- В — риманова субмерсия,
N — подмногообразие в М. Тогда я (N) есть подмногообразие в В. Какова
связь свойств N С1 М и я (N) а В? В [80] показано, что если N — локаль-
но симметрическое подмногообразие в М, то при определенных условиях
я (N) будет локально симметричным подмногообразием в В. А именно пред-
полагается, что /: N —>• М — изометрическое погружение N в пространство
постоянной кривизны М; что я : М -> В и я: N -*• В' с : В являются рима-
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новыми субмерсиями с вполне геодезическими слоями, причем диаграмма

N ~U M

- I - J

коммутативна; что / является диффеоморфизмом на слоях; что AEF = О
для горизонтального F, касательного к N ш Е, ортогонального к N. Приме-
ром (возможно, единственным'в силу множества упомянутых условий) яв-
ляется расслоение Хопфа л: Sin+1 ->• С^"\ где N -- 5 2 т + 1 (т < ге)-подмно-
гообразие в М = Sin+1 и я (N) = СРШ локально симметрично в £,Рп. Более
интересные примеры подмногообразий в пространстве субмерсии можно
получить, упростив ситуацию, рассматривая касательное расслоение рима-
нова многообразия и поверхности в нем.

2.2. Геодезические в римановых субмерсиях. Уравнение геодезических
для касательного расслоения риманова многообразия с метрикой Сасаки,
как частного случая римановой субмерсии, были получены в работе [93].
Случай же общей римановой субмерсии подробно рассмотрел О'Нейл [85],
на работе которого мы сейчас и остановимся.

Основная цель работы [85] состоит в сравнении геодезических М и В
для римановой субмерсии л: М —>• В и выяснения связи сопряженности
и индекса геодезических М и В. В частности, получены уравнения геоде-
зической в пространстве субмерсии.

Более точно, пусть Ж и W — операторы горизонтального и вертикаль-
ного проектирования в касательном пространстве к М, Е', Е", . . . —
ковариантные производные в римановой связности М касательного к М век-
торного поля Е. Пусть Еж = ЖЕ, Еу = 2^Е. Тогда для любого векторного
поля Е справедливо разложение Е = Еж + Еу.

Т е о р е м а 2.5. Пусть я: М —>- В — субмерсия, Е = Еж -j- Ey —
векторное поле на кривой у (t) С М. Тогда

Ж (Е') = < + АЕж (?/у') + Ажу (ЕТ) + Try (Ev),

V (Е') = Ажу (Еж) + Tvy (Еж) + W (Еу),

где у' — касательное векторное поле к у (t), Е% = л* (Е) — проекция вектор-
ного поля Е в касательное векторное поле к базе и одновременно Е^ рассмат-
ривается как горизонтальный лифт поля л% (Е).

Т е о р е м а 2.6. Пусть у - кривая в М, X = Жу', U = Wy'. Тогда

Ж у" = yl + 2AxU,

V (у") = ТОХ + V (V),

где у'х — горизонтальный лифт вектора второй ковариантной производной
кривой л о у на базе В.

Полагая Ж (у") = 0 и У/ (у") = 0, получаем условие того, что у —
геодезическая на М. В частности, если у горизонтальна, т. е. ffly" — О,
то 7* = я ° У есть геодезическая на В и обратно, горизонтальный лифт гео-
дезической В в М есть геодезическая М.

С л е д с т в и е . Если л: М —>- В — риманова субмерсия с вполне гео-
дезическими слоями, то уравнение геодезической у на М имеет вид

yl = -2Ажу (ITy1), V (Wy'Y = 0.

з*
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Для формулировки других результатов дадим некоторые определения.
Пусть у — геодезическая риманова многообразия М, соединяющая точ-

ки а и Ъ на М. Векторное поле | вдоль у называется полем Якобы, если £
удовлетворяет уравнению Якоби:

Г + R (у', I) у' = 0.
Точки а и 6 называются сопряженными вдоль у, если существует ненуле-

вое поле Якоби вдоль у, причем \ (а) —- § (Ь) = 0.
Пусть а и Ъ — сопряженные точки на геодезической. Размерность про-

странства решений уравнения Якоби называется кратностью сопряженной
точки или порядком сопряженности.

Наличие на геодезическом сегменте сопряженных точек свидетельствует
о том, что рассматриваемая геодезическая не является единственной крат-
чайшей, соединяющей две данные точки.

Основной результат работы [85] формулируется так.
Т е о р е м а 2.7. Пусть у: \а, Ь] —>- М — горизонтальный геодезиче-

ский сегмент на пространстве римановой субмерсии я : М—>-В. Если I —
индексная форма (Морса) на М, а 1В — индексная форма (Морса) на В, то

ъ

I (E, F) = 1В (£*, FJ + J фЕ, DFy dt,
а

где DE = V (Еу) — ТЕу,у' + 1Ау*Еж — производное векторное поле *).
В качестве следствия этой теоремы утверждается, что сопряженные

точки на у появляются не ранее, чем сопряженные точки на л о у.
Для приложения полученных результатов рассматривается субмерсия

я: М^В, где М компактно и имеет постоянную секционную кривизну 1.
Пусть

А= sup \AXY\ ( Х . У Е Ж )

— норма тензора интегрируемости горизонтального распределения. (Заме-
тим, что в случае касательного расслоения АхХ = R (X, Y) \, где
R (X, Y) — оператор кривизны.) Пусть Р (s) — натурально параметризо-
ванная геодезическая в В. Тогда:

1) для каждого целого т точка |3 (тп) является сопряженной точкой
для ф (0) порядка dim В — 1;

2) все прочие сопряженные точки (3 (t) для Р (0) лежат в интервалах
тп + d < t < (т + 1) л — d, где d = я (1 + ЗА2 (Р)Г^;

3) порядок сопряженности на каждом таком интервале равен, по край-
ней мере, размерности слоя.

Более детальное описание негоризонтальных геодезических дано в ра-
боте [79].

3. Связь геометрических характеристик касательного
(нормального) расслоения и базы

Одной из важнейших характеристик римановой метрики является ее
секционная кривизна. Поэтому изучение связей геометрии касательного
(нормального) расслоения и базы начнем с кривизны метрики Сасаки. Опи-
сание будем вести как в инвариантной форме, так и в локальных координа-
тах.

*) Определение индексной формы Морса см.: К о б о я с и К. и Н о м и д з у Ш.
Основы дифференциальной геометрии.— М.: Мир, 1990.— Т. 2.— С. 81.
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Обозначим через R (X, Y) Z поле тензора кривизны базы, R (X, Т) Z
поле тензора кривизны касательного расслоения.

Л е м м а 3.1. В каждой точке Q = (Q, \) тензор кривизны R метрики
Сасаки ТМ определяется следующими формулами:

R (Xv, YV)ZV = 0,

R (XV, YV) ZH = [R (X, Y\Z + ±- R (I, X) R (£, Y) Z —

= [-^R{(R (g, Y)Z,X)l + ^R(X, Z)

R (XH, YH) Zv = [i? (X, Y) Z + \ R (R (I, Z) Y, X) g —

—

R(XH, YH)Z^ = [R (X, Y)Z + ±R(t,R (Z, Y)ЩК +

1

где X, Y, Z — касательные векторы в точке Q = п (Q).
Аналог этой леммы для расслоения реперов доказан в [47].
В индуцированных локальных координатах компоненты тензора кри-

визны в точке (Q, | ) метрики Сасаки ТМ выразятся так:

кг ni I 1 rfi по. •r%91\x. i 1 p i p a t ^ e ^ i ^ D^ D a t^tV-

J К п+т 2~ К

Лг" T>i г 1 Ы р « Е Ц Ц
7" n+ft n+m — «;ltm T •£- •flaXfc-fi^mg ё

вг 1 p i 1 pi
I^n+j k n+m 2~ ^kim, ^~ •fla>1

ttn+j n+lc n+m — u> % / n+Jc n+m — u -

Аналог этого утверждения для расслоения реперов имеется в [73]'
На основании сформулированной леммы легко доказать следующие ут-

ьерждевия.
Т е о р е м а 3.2 [65]. Касательное расслоение ТМ с метрикой Сасаки

локально симметрично тогда и только тогда, когда М плоско.
Т е о р е м а 3.3 [65]. Касательное расслоение ТМ с метрикой Сасаки

плоско тогда и только тогда, когда М плоско.
Т е о р е м а 3.4 [34]. Если секционная кривизна ТМ ограничена, то М

плоско, а следовательно, и ТМ плоско.
Имеют место и дословные аналоги этих результатов для расслоения

реперов [73, 47].
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Теорема 3.2 допускает существенное усиление. Для его формулировки
введем понятие внутреннего нуль-индекса. Внутренним нуль-индексом v (Q)
точки Q ЕЕ M называется размерность максимального линейного подпрост-
ранства LQ d TQM, такая, что для Y ЕЕ LQ И любых X, Z ЕЕ TQM ДЛЯ
тензора кривизны М имеет место равенство R (X, Y) Z = 0. Если v (Q) > к
для всех Q ЕЕ М, то метрика на М называется сильно к-параболической.
Ясно, что случай v = п соответствует плоской метрике М. Геометрическое
строение многообразий с постоянным внутренним нуль-индексом описали
Хартман [9*] и Мальтц [10*]. Если v постоянно, то распределение L голо-
номно и интегральные подмногообразия являются вполне геодезическими
в М, локально изометричными евклидовому пространству Ev.

Т е о р е м а 3.4' [4]. Если внутренний нуль-индекс v касательного
расслоения ТМп с метрикой Сасаки равен к, то к четно и Мп есть метри-
ческое (риманово) произведение риманова многообразия Мп~к/* на евклидово
пространство Ек?2, а ТМп есть метрическое (риманово) произведение
ТМп~*1* на Ек.

Доказательство основано на построении исходя из условия теоремы к/2
параллельных линейно независимых векторных полей на М.

Существенно больше результатов о кривизне метрики Сасаки получено
для сферических касательных расслоений.

Первой публикацией на эту тему стала небольшая статья В. Клинген-
берга и С. Сасаки [64]. Они рассмотрели метрику Сасаки на Г ^ 2 и доказа-
ли, что ее секционная кривизна постоянна и равна 1/4. Р. Гримальди [58]
показала, что среди двумерных многообразий сфера является единственным
многообразием, для которого расслоение единичных векторов с метрикой
Сасаки является симметрическим пространством. Рассматривая Гр (Мп, К),
где (Мп, К) означает многообразие постоянной кривизны К, при п — 2,
Танно [981 и независимо Надь П. [75] показали, что при р2 — ПК метрика
Сасаки Гр (М'2, К) имеет постоянную секционную кривизну К/А. Этот ре-
зультат является частным случаем следующей теоремы.

Т е о р е м а 3.5 [32]. Экстремальные значения if max и ^min секцион-
ной кривизны метрики Сасаки Тл (Мп, К) равны:

а) если ч = 2, то
- 2/4, £ ЕЕ] — oo,0][J] l , + °o [,

(1 — ЗК/А), К ЕЕ] 0,1];

б) если п ^ 3, то

iK+ 4 (£-tf-i) ' *е]-оо,(3-уТ7)/2],

w _ < - ' tfe](3-/l7)/2,.2/3], •

К + 4(2Г—Г) ' К е ] 2/3, (5 + /17)/2],

К2/А, К ЕЕ ] (5 + /17/2, + оо [,

К (1—ЗК/А), KeE]—°v,0]{J]A/3, oo[,
min | Q ^- __ -i.Q ^,gi

Доказательство этой теоремы основано на тщательном анализе приве-
денной ниже формулы для секционной кривизны метрики Сасаки ТрМ в слу-
чае многообразия постоянной -vpitijH3HH и при р = 1.
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Л е м м а 3.1' [32]. Пусть X, Y — единичные взаимно ортогональные
векторы, касательные к ТрМ в точке Q = (Q, pg) ( | £ | = 1). Секционная
кривизна К (X, У) метрики Сасаки ТрМ в двумерном направлении (X, У)
равна

К (X, У) = <Л (Хн, YH) YH, ХНУ - (Зр2/4) | R (XH, YH) I |2 +

+ 3 (R (Хн, Ун) Yv, Ху) - р2 (R (£, Ху) Хн, R (|, IV) Ун> +
+ (Р

2/4) | Д (£, Yv) Хн + R (I, Ху) У н I2 + P <(*xHR) (XH, YH) I, Xy> -

- р <(VyH#) (Хн, YH) I, Уу> + -L (| XF |21 УУ | 2 - < Z y , Y.vy).

Нетрудно заметить, что в случае постоянства кривизны М секционные
кривизны Тр (М, К) и Т1(М, К) связаны соотношением р2К (р, К) =
= К (1, р2К). Поэтому теорема 3.5 тривиально обобщается на Тр (М, К).
А именно обозначим кривизну слоя через х. Тогда к = 1/р2 и К (р, К) =
= хК (1, К/я). Следовательно,

^min (р, К) = X/Tmin (1, К/я),

Из теоремы 3.5 следует также, что для Т^ (М, К) секционная кривиз-
на метрики Сасаки не может быть неположительной, в то время как неотри-
цательность ее имеет место при К е= [0, 4/3]. Естественно возникает вопрос
о необходимых и достаточных условиях неотрицательности секционной кри-
визны Г]Ж или ТрМ в общем случае. Справедлива

Т е о р е м а 3.6 [5]. Пусть X, У, U, W, | — единичные векторы, ка-
сательные к М в точке Q, причем (X, У> = <Z7, W} = 0, <£/", |> — (W, |> =
= 0. Пусть К (X, У) — секционная кривизна М в направлении элементар-
ной площадки векторов (X, У). В точке Q = (Q, £) секционная кривизна ТрМ
неотрицательна, если

R(%,W)X\* . т | Л (

+ (р2/4) [3 <Д (Z, У) W, U} - р2 <Л (£, С/) X, Л (g, W) У > +

+ (Р

2/2) (R(l,U)Y,R (I, W) X)f^K(X,Y) — ̂ f\R (X, У) 112

любых X, Y, U, W.
Теорема дает достаточное условие, близкое к необходимому в том смыс-

ле, что при п = 2 оно становится необходимым. А именно
Т е о р е м а 3.7 [29]. Для того чтобы ТрМ2 имело неотрицательную

секционную кривизну, необходимо и достаточно, чтобы

^К < К3 (1 - 3 (р2/4) К),

где К — гауссова кривизна Af2, Дх — первый дифференциальный параметр
Бельтрами.

Условиям теоремы 3.6 удовлетворяют также компактные симметриче-
ские пространства ранга 1. Действительно, для них К (X, У) ^> 0 и при
р = 0 условия теоремы выполняются. Следовательно, это условие выпол-
няется и при некотором р ^> 0.
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Чтобы прояснить геометрический смысл теоремы 3.6, введем следующие
обозначения:

М = sup \R(X, У ) | | , ( i= inf • К(Х, Y),
| Х Л У | = 1 | Х Л У | = 1

16 1=1
\<(VxR)(.l,W)X,Y>\

My = sup . „ , ^ у . .
ЛГУ 1=1 1 Л (5 . w ) A I

| 1

Тогда огрубление неравенств теоремы приводит к таким следствиям.
Т е о р е м а 3.8 [5]. а) Если

то ТрМ имеет неотрицательную кривизну.
б) Если 0 ^ и. <^ 1/6, М 2 <^ [Д./6, М | <^ ц/6, mo Т^М имеет неотрица-

тельную секционную кривизну.
Вопрос о необходимом значении р Зля £,Рп, НРП, Ся^32 остается откры-

тым.
Наряду с секционной кривизной, в римановой геометрии рассматривают-

ся кривизны Риччи и скалярная кривизна римановой метрики. Тензором
Риччи Щ) называется свертка тензора кривизны, т. е. Ri} = R%j. Кривиз-
ной Риччи в направлении единичного касательного вектора X называется
скаляр

Ric (X) = R^XK

Скалярной кривизной метрики в данной точке называется свертка тен-
зора Риччи: R = gisRjs-

Риманово многообразие называется эйнштейновым, если его кривизна
Риччи не зависит ни от точки, ни от направления.

Справедлива
Т е о р е м а 3.9 [104]. Если ТМ с метрикой Сасаки эйнштейново, то

М плоско.
Дословный аналог этого утверждения для FM доказан в [47]. Для

сферических касательных расслоений ситуация более интересна. Так, в дву-
мерном случае Р. Гримальди [58] показала эквивалентность следующих
трех утверждений:

а) ТрМ2 локально симметрично;
б) ТрМ2 является пространством Эйнштейна;
в) М2 изометрично евклидовой сфере радиуса р.
К. Бузанка [39] исследовал вопрос о собственных векторах оператора

Риччи на ТрМ2. Один из результатов состоит в том, что если Ric (X) = КХ
и X — горизонтальное (вертикальное) векторное поле, причем supp X =
= ТрМ2, то гауссова кривизна М% постоянна, причем Я = KI2 (2 — р 2 ^)
(соответственно К — р2К2/2).

В более высоких размерностях имеются результаты для пространств
постоянной кривизны.

Т е о р е м а 3.10 [30]. а) Кривизна Риччи Ric метрики Сасаки
Т}(Мп, К) лежит в пределах:

(i) n = 2:
К2/2 < Ric < К (2 - К)/2 при 0 < К < 1.

К (2— К)12 < Ric- < Я2/2 при К < 0, К > 1;
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(ii) n > 3 : ,

(п — \)К (2 —• К)12 < Rfc < (2 (в — 1) — £) К/2, 1 < К < га - 2,

(п — \)К{2 — К)12 < Шс" < (К2 + 2 (га - 2))/2, Я < 1, Я > га - 2.

б) Скалярная кривизна Sc метрики Сасаки Т\ (Мп, К) равна

S~c = (п - 1) (ге2 + 2га - 4 - (К - га)2)/2

ы, в частности, Sc <^ (га — 1) (и2 + 2га — 4)/2 при любом значении К.
При К = 1 скалярная кривизна и кривизна Риччи вычислены также

в [107].
Доказательство сформулированной теоремы основано на следующей

лемме.
Л е м м а 3.2 [30]. Ненулевые компоненты тензора Риччи Тг (Мп, К)

равны
Rpp = К (га - 1) - К?12,

Ёпп = К (га - 1) - (га - 1) КУ2,

Я„+ р „+ р = га - 2 + Я2/2, (р = 1, . . ., в - 1).

З а м е ч а н и е . Система координат на ТХМ выбрана так, что в рас-
сматриваемой точке (Q, | ) €Е ТХМ, га-я координата соответствует направ»
лению вектора | , а в точке Q gtj = 6у, Г)ц = Г^, j = 0. (Другое выраже-
ние для тензора Риччи TxS

n см. [107].)
Выражение (инвариантное) тензора Риччи для расслоения реперов по-

лучено в [47].
Интересен также тот факт, что ТХМ как гиперповерхность в ТМ имеет

постоянную среднюю кривизну [92]. А именно вектор средней кривизны Н
в каждой точке (Q, | ) €Е ТХМ имеет вид

W — п — 1 * у

где | v — вертикальный лифт (в смысле ТМ) вектора %, т. е. единичная нор-
маль к ТгМ в ТМ в точке (Q, £) е Г ^ .

Обратимся теперь к аналогичным результатам для нормальною рас-
слоения поверхности в римановом пространстве.

Обовначим через N (X, Y) \ поле тензора нормальной связности Fl CI
С М1+р, N ( |, т)) X — поле сопряженного тензора. (Напомним, что в про-
странстве постоянной кривизны N (|, Т)) X = Ы^, 4^] Z, где ^С, Y — ка-
сательные, | , т) — нормальные векторные ноля.) Пусть R (X, Y) Z — поле
телзора кривизны нормального расслоения NF1 с метрикой Сасаки,
R (X, Y) Z — поле тензора кривизны F1.

Л е м м а 3.3 [6]. В каждой точке Q = (Q, £) тензор кривизны R мет-
рики Сасаки NF1 определяется следующими формулами:

R (XH, YH) ZH = [R(X,Y)Z + -^N (|, N (Z, Y)l)X +
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В% У") ^ = -i- [(VXN) (£, I) Y - (VYN) (£,, 0 X]* +

± N (N (IX)Y, X)t-± N (N (U

R (cpv,, i f ) ZH = [N (ф,, 4)\Z + - * - # (l. Ф) ft (I y])Z-

г^е все лифты осуществляются в точку Q = ((?, | ) (^ ^ F ' , | , ф, х\, t, S

В специальной системе координат в окрестности точки Q £Ei F ' , а именно
такой, что в данной точке gi}t = 6 i k , цаЭ|г = 0, Гу,к = Г^ = 0, результат
последней леммы может быть записан так.

Л е м м а 3.3' [6].

1

-^- Л'иа I im^av | к/ + — ^ а | jft^av | jm +

1 \1

" J+p к z+o =~2" ^po I ik -ц- /

Z+p
= 0,

здесь (i, j , k, m = 1, ._. ., Z; a, |5, x, a = 1, . . ., p; p = n — I).
Обозначим через В тензор кривизны метрики Сасаки NpF1. Если систе-

му координат в окрестности точки Q выбрать так, что в точке gtj = 6i;-,
fxap|j = 0, Tij, s = 0, а единичную нормаль | принять за р-й базисный век-
тор NQF1 , то в точке <? — (Q, рЕ) тензор кривизны метрики Сасаки NpF1

примет следующий вид.
Л е м м а 3.4 [6].

Р р

-£- / [^pa I jm^ap | If/ + Wpa | гК^ар | jm]\-\—<£- ^ ^ра | j;"^ap | km»
a=l a=l

ц г+е г+х = Л'еи i у + -^- / , [•'Vpe i гч^рк i « — V̂px i it
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I
1 D^ \—Л
g" Л^фк | ^ ^- ^ iVp K | uNp^ | д,. Wj ;+^, i+g i+K = 0,

й' — 1

^Ч+Ф ;+i|) ;+в ии — | ^ Г ~
где Rijbm — тензор кривизны F1 (г, /, к, т = 1, . . ., Z; и , Э, ф, г|з = 1, . . .

С ф о р м у л и р у е м а н а л о г и р а с с м о т р е н н ы х в ы ш е т е о р е м 3 . 2 — 3 . 4 .
Т е о р е м а 3.11 [6]. а) Метрика Сасаки NF1 плоская тогда и толь-

ко тогда, когда F1 есть подмногообразие с внутренне плоской метрикой,
вложенное в М1+р с плоской нормальной связностью.

б) NF1 локально симметрично тогда и только тогда, когда F1 — сим-
метрическое пространство, вложенное в М1+р с плоской нормальной связ-
ностью .

Распределение Z на NF1 назовем горизонтальным (вертикальным), если
в каждой точке Q £Е NF1 подпространство Lx горизонтально (вертикально).

Т е о р е м а 3.12 [6]. а) Если метрика Сасаки NF1 вертикально
v-силъно параболична, то на F1 имеется v параллельных в нормальной связ-
ности нормальных векторных полей.

б) Пусть F1 — поверхность в евклидовом пространстве Е1+р. Если мет-
рика Сасаки NF1 горизонтально k-силъно параболична, то F1 расслаивается
на к-мерные внутренне плоские вполне геодезические в F1 подмногообразия
с плоской нормальной связностью в объемлющем пространстве.

Секционную кривизну метрики Сасаки NpF
l дает

Л е м м а 3.5 [6]. Пусть X = Хн + lv, Y = YH + \\v — единичные
взаимно ортогональные векторы, касательные к NpF

l в точке Q = (Q, р | ) .
Тогда

К (X, У) = <Д (X, У) У, X} - (Зр2/4) | N (X, У) g Ц +

+ 3 (N (X, У) т], Ох - р2 Ф (I, £) X. N (I, ц) У> +
+ -£- [ N (I, п) X + N (I, £) У |2 + р <(V îV) (X, Y) \, О

- р <VxiV> (X, У) I,TI>j. + ~ (| т, \\ 1

где <•, •> и <•, - > х — скалярные произведения в метрике F1 и послойной
(евклидовой) метрике соответственно.

Если кривизна F1 положительна, то при малых р кривизна N9F
l может

быть положительной. Примером такой поверхности является поверхность
Веронезе.

Рассмотрим вложение ЕЪ-^Е'°, радиус-вектор которого имеет ьид

U = j ._ хгх3, x2xs, ххх2, (хх ж2), -g- (хг + ж2 2,х3)

Если х\ + х\ + х% = 3, то и\ + и\ + и\ + и\ + и\ = 1. Таким образом,
получается изометрическое погружение S2 ({/3) —*- S* (1), при котором точ-
ки (хг, х2, х3) и (—Хх, —х2, —х3) переходят в одну и ту же точку. То есть
мы имеем вложение RPS в 5 4 (1), которое и называется поверхнос- ью Ве-
ронезе V2.

Т е о р е м а 3.13 [6]. Секционная кривизна метрики Сасаки NPV
2

при р = У"3/2 постоянна, положительна и равна 1/12.
Этот пример дает аналог результата [64], полученный при рассмотре-

нии TXS
2.
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4. Геодезические линии в касательном и нормальном расслоении.
Вполне геодезические подмногообразия

4.1. Геодезические метрики Сасаки касательного расслоения. Уравне-
ния геодезических ТМ были получены Сасаки [93]. Пусть {х%, у*) — естест-
венные индуцированные координаты на ТМ. Тогда С (t) = (x (t), у% (t))
есть уравнение кривой в ТМ. Очевидно, что кривую в ТМ можно понимать
как векторное поле у (t) вдоль кривой х (t) на базовом многообразии. Кри-
вая С (i) называется горизонтальной (вертикальной), если при каждом зна-
чении параметра t вектор dCldt горизонтален (вертикален).

Если векторное поле у (t) является касательным векторным полем кри-
вой х (if), то кривая С (t) — (х (t), у (t)) называется лифтом кривой х (t).
Лифт кривой всегда есть горизонтальная кривая. Верно и обратное. Таким
образом, кривая С (t) на ТМ горизонтальна тогда и только тогда, когда она
является лифтом некоторой кривой на М.

Пусть а — параметр «длина дуги» кривой С (а) на ТМ. Кривая С (а) =
= (х (а), у (о)) будет геодезической на ТМ, если х(а) и у (а) удовлетворяют
следующим дифференциальным уравнениям [93]:

V^ri dx1 dxk

 Dj dx]

da У da

D *

где , — ковариантная производная векторного поля вдоль х (а). Обо-
значим ковариантную производную вдоль х (о) штрихом ( ' ). Тогда уравне-
ния геодезической в ТМ в векторной форме запишутся так:

х" = R{y',y)x,

У" = 0.

Заметим, что параметризация С (а) натуральна и поэтому

Положим | у' (о) | = с. Вдоль х (о) имеем (с2)' = 2 {у', и'"} = 0, т. е. с =
= const. Поэтому вдоль х (а) \ х (а) | = ]Al — с2 есть постоянная вели-
чина. Если s — параметр «длина дуги» для х (а), то из последнего равенства
легко следует, что

ds/da = / 1 — с2.

Поэтому лифт геодезической М является геодезической ТМ [931. Такие
геодезические ортогональны слоям и называются горизонтальными геодези-
ческими. Таким образом, горизонтальные геодезические ТМ порождаются
параллельными векторными полями вдоль геодезических М. Аналогичная
теорема для расслоения реперов доказана в [73].

Т е о р е м а 4.1 [93]. Каждая прямая на слое касательного расслоения
ТМ является геодезической ТМ. (Это означает, что слои ТМ вполне геоде-
зичны.)
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Доказательство немедленно следует из уравнений геодезических ТМ.
Ясно, что такие прямые вертикальны и они составляют класс вертикальных
геодезических. Это же верно и для FM [73].

Другие геодезические называются геодезическими общего положения.
Важное свойство геодезических состоит в том, что если геодезическая

горизонтальна в одной точке, то она горизонтальна всюду. Иначе говоря,
если геодезическая ортогональна одному слою, то она ортогональна всем
слоям, которые она пересекает. Это утверждение верно и для римановых
субмерсий с вполне геодезическими слоями [85]. Более того, в [108] имеется
усиление и обобщение этого результата. А именно рассматривается римано-
во многообразие с метрикой типа слоеной (bundle-like metric). Типичными
примерами таких метрик являются, в частности, метрика Сасаки на каса-
тельном расслоении риманова многообразия, метрика римановой субмер-
сий, метрика риманова многообразия, на котором действует группа изо-
метрий, такая, что все орбиты имеют одинаковую размерность. Римановы
многообразия с метрикой типа слоеной называются слоеными.

Пусть у (s) — геодезические на слоеном римановом многообразии М,
параметризованные длиной дуги. Будем говорить, что у (s) имеет постоян-
ный угол с листами, если вдоль геодезической длина проекции вектора у' (s)
на касательное пространство к слою постоянна.

Т е о р е м а 4.2 [108]. Пусть М — слоеное многообразие со слоением Е
коразмерности g ( = п — р) и римановой метрикой <•, •). Предположим,
что слои вполне геодезичны.

(i) Если метрика <•, •> есть метрика типа слоеной относительно Е,
то любая геодезическая в М имеет постоянный угол с листами.

(И) Если все геодезические в М имеют постоянные углы с листами, тог-
да < •, •) есть метрика типа слоеной относительно Е.

Для многообразий постоянной кривизны оказалось возможным дать ис-
черпывающее описание всех геодезических на их касательном расслоении.
А именно геодезические общего положения разбиваются на 3 класса: (i)
класс геодезических общего положения над геодезическими базы; (П) класс
геодезических над кривыми постоянной первой и нулевой второй кривизны;
(ш) класс геодезических над кривыми постоянной положительной первой
кривизны, ненулевой второй кривизны и нулевой третьей кривизны. В каж-
дом случае явно выписаны векторные поля, определяющие геодезическую
того или иного типа на сфере Sn, евклидовом пространстве Еп, гиперболиче-
ском пространстве Нп [96].

Такая классификация основана на лемме [93], согласно которой для
многообразия постоянной кривизны проекция любой геодезической его ка-
сательного расслоения на базу есть пространственная кривая, т. е. такая,
у которой кривизна kt = 0 при i ^> 3.

Заметим, что коль скоро известны кривая и векторные поля вдоль них,
задающие геодезические в касательном расслоении пространственной фор-
мы, то естественно поставить вопрос о вполне геодезических подмногообра-
зиях в этом расслоении. На сегодняшний день, однако, результатов в этом
направлении нет, если не считать некоторых общих, которые состоят в том,
что для любого риманова многообразия М в ТМ вполне геодезическими мно-
гообразиями являются: а) слои [93]; б) база, вложенная в ТМ с помощью
нулевого векторного поля [67]; в) образ базы в ТМ, задаваемый параллель-
ным векторным полем постоянной длины на М [102]. Заметим, что в пос-
леднем случае база с необходимостью является метрическим произведением
по крайней мере вида М™"1 X Е1.
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На касательном расслоении единичных векторов ТгМ уравнение геоде-
зических, параметризованных длиной дуги, имеют вид [94]

dV r i dx> их* _ р ; dx3 • -Ру*
~d^~ + X }K ~~dV ~~dV~ - П^% da У do '

da2 ~ " y '

где с = \ у' | — постоянная величина.
В инвариантной форме эти уравнения запишутся так:

(х" = R(y',y)x',

\у" = -с*у,

где, как и ранее, ( ' ) обозначает ковариантную производную векторного
поля у (а) вдоль кривой х (а) на базе.

Естественно выделяются три класса геодезических ТХМ\ вертикально-
го, горизонтального и общего типов. Тривиально проверяется, что всякая
горизонтальная геодезическая задается параллельным векторным полем
вдоль геодезической М, т. е. «набор» горизонтальных геодезических ТЫ и
Т^М в некотором смысле один и тот же. Вертикальные геодезические — это
геодезические слоя. Нетрудно видеть, что это есть большая окружность
слоя, и тем самым устанавливается, что слои ТгМ вполне геодезичны.

Исчерпывающее описание геодезических общего типа в ТХМ дал Сасаки
[95] для пространств постоянной кривизны (пространственных форм Sn,
Еп, Нп). А именно геодезические общего типа можно разделить натри класса:

(i) класс геодезических над геодезическими М. Каждая геодезическая
этого класса описывается единичным векторным полем, меняющимся гели-
коидально вдоль геодезической М. Геодезические этого типа могут быть
замкнуты;

(п) класс геодезических над кривыми постоянной кривизны кх и нуле-
вой кривизны (кручения) к2. На Sn это малые окружности, на Нп это экви-
дистанты, орициклы и правильные окружности в соответствии с кг <^ 1,
к± = 1 и &! ^> 1. Для TjS2 любая геодезическая этого типа задается единич-
ным векторным полем вдоль малой окружности, составляющим с ней постоян-
ный угол [64]. Эти геодезические замкнуты.

(ш) класс геодезических над кривыми постоянной первой кривизны кг

(̂ > 0), постоянной второй кривизны к2 (фО) и нулевой третьей кривизны

На TxS
n при определенных условиях эти геодезические замкнуты.

На ТгН
п замкнутых геодезических этого типа нет.

Так же как и для касательного расслоения, для ТХМ и, более того,
для TxS

n, TJln вопрос о вполне геодезических подмногообразиях факти-
чески остается открытым.

В определенном смысле можно дать геометрическое описание геодези-
ческих на ТгМ и в общем случае [79].

4.2. Геодезические метрики Сасаки нормального расслояния. Пусть
С (а) = (х (о), у (а)) — геодезическая метрики Сасаки NFC, параметризо-
ванная длиной дуги. Здесь х (a) — кривая на F1 (проекция С (а) на базу),
а У (ст) — нормальное векторное поле на F1 вдоль ж (о). Пусть Na&\ij — т е н ~
зор кривизны нормальной связности F1 С Ml+P, N)m = gllc-Nap|W — со-
пряженный тензор, ZH — ковариантное дифференцирование в нормальной
связности.
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Уравнения геодезических метрики Сасаки NF1 имеют вид

V , „i dxi dx* <>ri dx> я Dxua

= 0
da2

(i, / = 1, . . ., I; a, p =- 1, . . ., p).

Здесь также имеется три естественных типа геодезических:
а) горизонтальные геодезические — параллельные в нормальной связ-

ности нормальные векторные поля вдоль геодезических базы;
б) вертикальные геодезические — прямые линии в слоях, т. е. в нор-

мальных к поверхности подпространствах;
в) геодезические общего положения.

Так как слои нормального расслоения евклидовы, то очевидно, что слои
вполне геодезичны в NF1. Ясно также, что база вкладывается в NF1 ну-
левым сечением как вполне геодезическое подмногообразие. Более того,
легко показать, что если у — параллельное в нормальной связности вектор-
ное поле на F1, то у (F1) — образ базы в нормальном расслоении, задаваемый
полем у — вполне геодезическое подмногообразие в NF1. Дальнейших ре-
зультатов в этом направлении не имеется. Заметим только, что для поверх-
ности F1 в пространстве постоянной кривизны уравнения геодезических
можно записать в более простой форме:

|ж" = — [Ау, Ау]х',.

Ь=0,
где (') означает к о в а р и а н т н у ю производную в связности F1, (") — к о в а р и а н т -
н у ю п р о и з в о д н у ю в н о р м а л ь н о й связности, а [Ау, Ау-] — коммутатор м а т р и ц
вторых к в а д р а т и ч н ы х форм относительно полей ужу.

5. Поверхности в касательном расслоении риманова многообразия

Естественной и, как мы видели, хорошо изученной поверхностью в ТМ
является сферическое касательное расслоение ТрМ.

Другим естественным типом поверхности в ТМ будет такая. Рассмотрим
поверхность F1 в римановом пространстве М +р. Тогда ее касательное рас-
слоение TF1 есть поверхность в римановом пространстве ТМ1+Р, снабженном
метрикой Сасаки. Очевидно, что риманову метрику на TF можно опред-
лить двумя способами. С одной стороны, на TF1 можно построить метрику
Сасаки, исходя из метрики F1, а с другой стороны, рассмотреть на TF1 мет-
рику, индуцированную метрикой Сасаки ТМ+Р. Эти метрики, вообще го-
воря, не совпадают (неизометричны).

В качестве примера можно рассмотреть цилиндр F2 в Е3. Метрика Са-
саки TF2' плоская, в то время как метрика, индуцированная из ТЕ3 = Е6

на TF2, имеет ненулевую кривизну. Эти метрики совпадают тогда и только
тогда, когда F1 вполне геодезично в М1+р.

В дальнейшем мы будем рассматривать на TF1 метрику, индуцирован-
ную на TF1 метрикой Сасаки ТМ1+Р. Легко установить, что если F1— цилиндр
в евклидовом пространстве El+V с fc-мерной образующей, то TF есть ци-
линдр в £W+P) с 2/с-мерной образующей. Это утверждение может быть су-
щественно усилено.
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Внешним нуль-индексом р, (Q) точки Q поверхности F1 в евклидовом
пространстве Е1+р называется размерность максимального линейного под-
пространства VQ d TQF1, такого, что для любого F E L Q ДЛЯ матрицы А^
второй квадратичной формы F d El+V относительно любой нормали т| в точ-
ке Q имеет место равенство

AJT = 0.

Если \i (Q) ^ к для всех Q £E F1, то поверхность называется сильно к-пара-
болической.

Цилиндр с /с-мерной образующей является сильно /с-параболической
поверхностью.

Т е о р е м а 5.1 [4]. Если внешний нуль-индекс (X поверхности TF1 ра-
вен к, то внешний нуль-индекс ц, поверхности F удовлетворяет неравенству
\i ;> к/2. При этом:

а) если \i = к/2, то F1 есть цилиндр с к/2-мерной образующей;
б) если \i — s ^ к, то F1 есть цилиндр с (к — s)-MepHOu образующей,

a TF1 — цилиндр с 2 (к — s)-Mepuou образующей.
Имеет место и обратная теорема.
Т е о р е м а 5.2 [4]. Если внешний нуль-индекс fx поверхности Fl d 2?г+р

равен к/2, то внешний нуль-индекс fi поверхности TF1 удовлетворяет нера-
венству k/2 <^ $ <^ к.

Доказательство этих теорем основано на анализе вторых квадратичных
форм TF1 в ТМ1+Р. Нетрудно показать, что если щ\ — базис нормалей к F1

в точке Q, то базис нормалей к TF1 в ТМ1+Р в точке (Q, | ) составят векторы

где V — ковариантная производная в М1+р, |3 = 1, . . ., р. Пусть Afj —
компоненты вторых квадратичных форм F1 относительно ортонормирован-
ного базиса щ\ в точке Q.

Л е м м а 5.1 [4]. Матрицы Ж$ и А~1+?' вторых квадратичных форм TF1 CZ
CI ТМ1+Р относительно базиса нормалей {iVp|, Л г̂+р|} в точке (Q, )̂ имеют вид

4,-ir
p Да , nl+fi

il+asAtt "t" nj l+a sait> S S 1~ 2

V Л.^. —\- — (

a ft^ts\ Era

1

0
= At

toe Л — матрица Грама подсистемы нормалей {Ni+$\}, i, /, т, s, t, k =
= 1, . . ., I; a, |3, у = 1, . . ., p .

Из этой леммы немедленно следует, что если F вполне геодезична в
MUv (А% = 0) то TF1 вполне геодезична в ТМ1+Р. Верно и обратное.

Т е о р е м а б . З [4]. TF1 вполне геодезично в ТМ1+Р тогда и только тогда,
когда F1 вполне геодезично в М1+р.

На самом деле эта теорема с одним дополнительным условием верна для
всех римановых субмерсий с вполне геодезическими слоями [52]. Для ка-
сательного расслоения это условие выполняется автоматически.
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Пусть теперь М и N — римановы многообразия. Отображение /: М -*• N
индуцирует отображение /*: ТМ ->• TN. Тогда отображение F: ТМ ->• TN,
задаваемое формулой F (х, | ) = (/ (х), /„. (£)), есть естественное отображение
между касательными расслоениями ТМ и TN как дифференцируемыми мно-
гообразиями. Естественно, возникает задача о сравнении свойств / и F.

Отображение /: М —>• N называется геодезическим, если каждая геодези-
ческая М под действием / переходит в геодезическую N.

Отображение /: М —>• N называется гармоническим, если отображение
/*, рассматриваемое как 1-форма на М, имеет нулевую дивергенцию.

Если dim M <^ dim N, то в первом случае / (М) есть вполне геодези-
ческое подмногообразие в N, во втором — / (М) есть минимальное подмно-
гообразие в N.

Введем на ТМ и TN метрику Сасаки.
Т е о р е м а 5.4 [91]. Для того чтобы F: ТМ ->- TN было вполне геоде-

зическим, необходимо и достаточно, чтобы /: М ->- N было вполне геодези-
ческим.

Т е о р е м а 5.5 [91]. Если /: М —*- N — гармоническое отображение
и N плоско, то F: ТМ —>- TN — гармоническое отображение.

Пусть D — ковариантный дифференциал в связности Леви-Чивита М,
RN — тензор кривизны N.

Пусть {ег} — ортонормированный базис на М.
Т е о р е м а 5.6 [91]. Пусть /: М->• N — гармоническое отображение.

Отображение F: ТМ -> TN касательных расслоений с метриками Сасаки
гармонично тогда и только тогда, когда для каждой точки (Q, | ) €= ТМ
выполняются условия

\div (/)/,) = 0.

Заметим, что если dim M <^ dim N, то вторая квадратичная' форма
погружения / есть Df# (X, Y).

Таким образом, для погружения /: М —v N справедливо утверждение:
F: ТМ —>• TN гармонично тогда и только тогда, когда /: М —>• М —*- N вполне
геодезично. Иначе говоря, если М a N, то ТМ в TN минимально тогда
и только тогда, когда М вполне геодезично в N.

Пусть теперь /: М -»- N — изометрическое погружение. Рассмотрим Fx:
ТгМ —>• T±N — отображение сферических касательных расслоений с мет-
рикой Сасаки. Fx есть ограничение на ТгМ определенного выше отображе-
ния F: ТМ -+ TN. Справедлива

Т е о р е м а 5.7 [92]. Если /: М ->• N — изометрическое погружение М
в пространство N постоянной кривизны с, то F±: ТМ ->• TN гармоническое
тогда и только тогда, когда:

а) либо f (M) эйнштейново минимальное подмногообразие в N и с = 0;
б) либо f (М) — вполне омбилическое подмногообразие в N и с = dim M.
Попутно в [92] показано, что ТуМ в ТМ является гиперповерхностью

постоянной средней кривизны. А именно в каждой точк! (О, £) е= ТгМ
вектор ^ есть единичный вектор нормали к T-J4 в ТМ.

Т е о р е м а 5.8 [92]. Вектор средней кривизны Н гиперповерхности TLM
в ТМ равен

Еще одним естественным типом поверхности в ТМ является образ базы,
задаваемый гладким векторным полем на М. В локальных координатах
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это вложение выглядит так. Пусть (у1, . . ., уп; I 1, . . ., £") — естественные
индуцированные координаты ТМ. Тогда у% = хг, |* = %г (х1, . . ., хп) задает
•естественное вложение М в касательное расслоение. Обозначим через !• (М)
это подмногообразие.

Если ТМ снабжено метрикой Сасаки, то идуцированная метрика G
на | (М) имеет компоненты

где gtj, V{ — метрика и ковариантное дифференцирование на М.
Если рассматриваемое векторное поле \ (х) единичное, то | (М) есть

.n-мерное подмногообразие в TtM. Объемом векторного поля называется объем
этого подмногообразия, вычисленный в метрике Сасаки Т1М. Он может
•быть выражен по формуле [55]

Vol (? (М)) = J y d e t ( ^ + (V|)'(Vg) d VolM,
м

где ковариантная производная V£ интерпретируется как матрица линейного
преобразования касательного пространства на себя, *(V|) — ее транспони-
рованная.

Г. Глюк и В. Циллер [55] показали, что единичным векторным полем
минимального объема на S3 является в точности единичное векторное поле

S1

на S3, касательное к слоям расслоения Хопфа £3 —> iS"2.
Подмногообразия вида | (М) вполне геодезичны в ТМ, если £ парал-

лельно на М [102].
Рассматривая векторное поле \ как отображение М ->• ТМ, Исихара

[62] рассмотрел вопрос о гармоничности этого отображения и установил,
что если М компактно, то \ гармонично тогда и только тогда, когда \ кова-
риантно постоянно, т. е. параллельно. Сопоставляя это утверждение с ре-
зультатом Вольчака [102], можно сказать, что | (М) в ТМ минимально, если
5 (М) вполне геодезично.

6. О некоторых геометрических приложениях метрики Сасаки

Кроме самостоятельного геометрического интереса, метрика Сасаки
касательного и нормального расслоения имеет важные приложения.

А. Вейнстейну (см. [103]) принадлежит доказательство теоремы об объ-
емах многообразий с замкнутыми геодезическими. Многообразие (М, g)
называется Ci-многообразием, если все геодезические метрики g замкнуты
и имеют одинаковую длину I.

Т е о р е м а 6.1. Если (М, g) есть п-мерное С\-многообразие, то отно-
Vol (M, g) / 2п \п , j , „ „ .

шение i—п~Н-~г~ есть целое число (число Веинстеина).
Vol (S ) \ l I

Принципиальным моментом в доказательстве этой теоремы является
возможность вычислить объем ТХМ, когда на ТХМ введена метрика Сасаки.
А именно верна формула

Vol {TXM, Tlg) = Vol (M, g).Vo\ (5"-1).
Метрика Сасаки на нормальном расслоении подмногообразия применя-

ется для изучения геометрии самого подмногообразия в римановом простран-
стве [89].

Рассмотрим, например, сильно параболические поверхности. Пусть
Fl CZ М1+р — Z-мерная поверхность в (I + р)-мерном римановом многообра-
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зии. Внешним нуль-индексом точки Q ЕЕ F1 называется размерность макси-
мального линейного пространства LQ a TQF , такого, что для Y ЕЕ LQ И
любых X ЕЕ TQFl И \ ЕЕ NQF1, А\ (X, Y) = 0, где А% — матрица оператора
второй квадратичной формы относительно нормали | .

Если /с = dim LQ не зависит от точки поверхности, то поверхность на-
зывается сильно k-параболической поверхностью.

Известно, что сильно fc-параболические поверхности в пространствах
постоянной кривизны расслаиваются на А-мерные вполне геодезические под-
многообразия, вдоль которых нормальное пространство стационарно.

Для /с-параболических поверхностей (т. е. при k ^= const) через каждую
точку такой поверхности проходит вполне геодезическое подмногообразие
объемлющего пространства размерности к, вдоль которого нормаль ста-
ционарна [3*, 4*].

Эти утверждения справедливы также для различных классов поверх-
ностей в симметрическом пространстве ранга 1 [5*, 6*].

Теорема о строении сильно параболических поверхностей справедлива
и для поверхностей в римановом пространстве Мп, если в точках поверх-
ности риманов тензор R объемлющего пространства удовлетворяет условию»
<i? (X, У) | , Zy = 0, где X, Y, Z ЕЕ TQF1, \ — произвольная нормаль к по-
верхности [9*].

Мы покажем, КЕГК применяется метрика Сасаки нормального расслое-
ния в доказательстве теоремы о строении параболических поверхностей в ри-
мановом пространстве.

Для получения содержательного результата кроме /с-параболичности
поверхности необходимо потребовать, чтобы в точках поверхности тензор,
кривизны объемлющего пространства удовлетворял условию:

(A) R(X, У)£ = 0

для любых X, Y ЕЕ TFl, \ ЕЕ NF1. В дальнейшем будем предполагать усло-
вие (А) выполненым.

Заметим, что поверхность F1 в римановом пространстве Мп будет к-
параболической, если вторая квадратичная форма поверхности относительно,
каждой нормали после приведения к диагональному виду имеет не менее к
нулевых коэффициентов. Другими словами, ранг второй квадратичной формы
поверхности г (Q) = max r (Q, | ) , где NQ — нормальное пространство в точ-

ieNQ

ке Q, r (Q, | ) — ранг второй квадратичной формы поверхности относительно
нормали | в точке Q, удовлетворяет в каждой точке неравенству г (Q) <^
< I - к [3*].

Пусть г* (Q, | ) — максимальный ранг для близких к Q точек и близких
к | нормалей. Будем считать, что поверхности принадлежат классу С3, а ри-
маново пространство — классу С4. Нормаль | к поверхности Fl d Mn на-
зывается стационарной вдоль подмногообразия R* CZ F1, если при парал-
лельном переносе в объемлющем пространстве вдоль любого пути Rk она
остается нормалью к поверхности F1. Имеет место

Т е о р е м а 6.2. Пусть F1 есть 1-мерная поверхность в римановом
пространстве Мп, в окрестности точки Qo ЕЕ F1 ранг второй квадратичной
формы постоянен г (Q) = г (Qo) = I — к, | — нормаль в точке Qo, для ко-
торой г (Q, £) = г (Qo) = I — k. Если в точках поверхности выполняется
условие (А), то через точку Qo проходит вполне геодезическое k-мерное под-
многообразие Rk (Qo, | ) объемлющего пространства, которое принадлежит
поверхности. Вдоль подмногообразия R* (Qo, | ) нормаль | стационарна,
т (Q, I) = г (Qo, I) для точек Q G Д ^ о , £), г* (Q, I) > г (Qo, l) для гра-



84 А. А. ВОРИСБНКО, А. Л. ЯМПОЛЬСКИЙ

ничных точек RK (QQ, £). Если поверхность полная и
г (<?о> I) = го = ш а х г (<?)>

то Rk (QQ, 5) является полным римановым многообразием.
Рассмотрим расслоение нормальных векторов поверхности F1 в рима-

яовом пространстве Мп и введем на нем метрику.
Условимся, что в дальнейшем изложении индексы пробегают следующие

значения: i, j , k, m, s, t = 1, . . ., I; a, b, c, d — 1, . . ., n\ cc, (3, т, \i, v, 0, A,=
= 1, . . ., p = n — I.

Пусть | — нормаль в точке Q, для которой ранг г (Q, | ) == г ( 0 = I — к.
Тогда он постоянен для нормалей, близких к | . Для нормали ^ рассмотрим
нулевое подпространство ее второй квадратичной формы. Оно удовлетворяет
уравнениям

где .4"/ — коэффициенты вторых квадратичных форм относительно базисных
нормалей па\- Так как ранг системы (*) постоянен, то пространство решений
Lk (Q, i) регулярно зависит от точки и от нормали. Осуществим горизон-
тальное поднятие ft-мерных I/ (Q, | ) в точки Q = (Q, | ) нормального рас-
слоения. Горизонтальное поднятие плдскостей Vе (Q, 5) в окрестности точки
Q есть дифференцируемое распределение £к (Q).

Доказательство теоремы 6.2 сводится к изучению распределения 3? (Q).
Справедлива __

Т е о р е м а 6.2'. Дифференцируемое горизонтальное распределение ХК (Q)
на нормальном расслоении к-параболической поверхности F1 в римановом про-
странстве Мп голономно, если в точках поверхности тензор кривизны Мп

удовлетворяет условию (А). ___
Слой Лк" (^0), касающийся Хк (Qo), является вполне геодезическим под-

многообразием нормального расслоения с метрикой Сасаки. Если Q есть
граничная точка Л* (Qo)i т0 r * (Qi i) ^> г (Qo, | ) . Если поверхность полная
и г (Qg, | ) = r0 = max г (Q), то Я* (Q) является полным римановым много-

l

образием.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 6.2 и 6.2'.
а) Докажем голономность введенного нами ранее дифференцируемого

распределения Хк (Q) на нормальном расслоении JVF1. Пусть X, Jf — ре-
гулярные векторные поля на NF1, такие, что X (Q), Y(Q) d X" (Q);X(Q),
Y (Q) d Lk (Q). В силу горизонтальности распределения 3? (Q) векторные
лоля X, Y горизонтальные. Поэтому X = (п^Х)11, Y = (я%У)н. Так как

л = х\. ~ -\~ 2\. ТО

ди1 dia '

ди

Горизонтальное поднятие вектора а £= TQF1 С координатами аг есть вектор

(2) а11 = {а1, . . ., a1; —[ilxUlxa\ . . ., —|хрТ |(|т^}.

Из (1), (2) следует, что
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Скобка Ли векторных полей X, Y равна

(4) [X,Y] =
до" ди° I dva

где — — = —j , — г — = -—•. Подставив (3) в (4), получим
ди ди ди д^

(5) {Х,УУ = ^ Г - ^ Р

(6) [х, у]н> = - У* - ^ (н-рх/да + ** - ^ i

Так как в точке (>0, ^ар)г = 0, то в точке Qo (5), (6) примут вид

(7) [Х,¥]*=^Г>—?£х*,

(8) [ Z J * J * ^ ^

На поверхности ^ г локальные координаты выбраны так, что в точке Qo

подпространство Ж (Qo, | ) натянуто на первые & базисных векторов и век-
торы

я * (X (£„)) = (1, 0, . . ., 0), л* (У (Qo)) = (0, 1, 0, . . ., 0).

Из (2) следует, что X (Qo) = {1, 0, . . ., 0}, У (# 0 ) = {0, 1 , 0 , . . ., 0}. Пусть
нормальный вектор | совпадает с базисным вектором пх\. Тогда £ = { 1 , 0 , . . .
- . ., 0}. С учетом конкретизации координат равенство (8) имеет вид

(9) [Л

Уравнения Риччи для погружения поверхности в риманово пространство
Мп в локальных координатах va = va (и1, . . ., и1) имеют вид

(10) \ita\j, К — MrolK.i-
Р

+ £ Л (̂ О'̂ -ЛК AntAhj) + i?abc ^j VCk По\ *h\ d-

Так как вдоль поверхности gap = 6ap в точке Qo p,ap|j = 0, Гу = 0 и по
условию теоремы в точках поверхности выполняется равенство (А), то для
о = 1, т = Р, / = 2, /с = 1 уравнения Риччи в точке Qo перепишутся сле-
дующим образом:

Ь gih (As2Ahl — AslAh2).

Ввиду специального выбора системы координат в точке (?0 и параболичности
поверхности Asl = As2 = 0. Поэтому уравнения (11) приведутся к виду

'. (12) ^ _ _ ? 5 Ш ! = о .
4 ' и м 1 6W

Из (9), (12) следует, что

(13) \Х, УРР = 0.
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Уравнения Кодацци для поверхностей риманова пространства имеют вид

(14) Л?,, * - At:, j = 21 (iixrslkAl - [ixaUAl) + Rabcdv«vcjvinb

o].

В точке Qo в силу условия (А) и [хиР|г- = 0 уравнения Кодацци перепишутся
следующим образом:

ди*

Условие (А) дает такой же вид уравнений Риччи и уравнений Кодацци,.
как для поверхностей в евклидовом пространстве.

По определению распределения Хк (Q) проекции векторных полей X, Y
на базу F1 удовлетворяют условию

(16) 211аАТ,Х* = 0; 21 pAijY* = 0.
а а

Продифференцируем (16) по ик, умножим на Yk и просуммируем по к. Тогда<
получим, что в точке Qo

(17) Vg<
а, а

Из уравнений (15), (16) и (17) следует, что

(18) J диК / j = m ди'
а о.

Аналогично

(19)

Поэтому

(20) £^(^У'--£>)=0.

Это означает, что л„. [X, Y] d Lk ((?„, I). Из (13) следует, что [X, У]_ —
горизонтальный вектор. Поэтому из (7) следует, что [X, Y] d 5£k (Qo)-
Но так как Qo — произвольная точка поверхности, то [X, Y] d 56k (Q).
Так как выполняется условие теоремы Фробениуса, то распределение Хк (Q)
голономно, т. е. через каждую точку Q ЕЕ NF1 проходит единственное
/с-мерное многообразие Rk (Q 0), касательные пространства к которому совпа-
дают с плоскостями распределения X (Q).

б) Проекция слоя Rk (Qo) на базу F1 есть регулярное подмногообразие
Rk (Qo, £) поверхности Fl. Докажем вполне геодезичность слоя Rk (Q0) в нор-
мальном расслоении с метрикой Сасаки и Rk (Qo, D в объемлющем римано-
вом пространстве Мп. Выберем на F1 локальные координаты так, чтобы
R" (Со» I) была координатной поверхностью и1, . • ., ик. Тогда слой Rk (Qo)
имеет следующее параметрическое задание: Vх = и1, . . ., vk = uk; v + 1 =
= 0, . . ., vl = 0, vl+a = la (и1, . . ., ик). Касательное пространство к Rk (Qo)
натянуто на векторы:

(21) 7, = ( о , . . . , 1 , . . . , 0 , - J T - ) (* = 1 к).
\ аи /
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С другой стороны, эти векторы являются горизонтальным поднятием каса-
тельных векторов — — к подмногообразию R* (Qo, £)

ди

dus

Из (2) следует, что

(22) j ^ L ) H = JO,.... 1 , . . . . 0; -

Из (21), (22) следует, что вдоль слоя RK (Qo)

(23) J l ! _ + M a t | , g T = o.
ди

То есть нормальное векторное поле £ (и1, . . ., Mfc), которое соответствует
слою Дк (Qo), параллельно в нормальной связности поверхности F1 вдоль
подмногообразия Rk (QQ, £). Выберем нормальное векторное поле пг\ так,
чтобы в точках Rk (Qo, £) оно совпадало с полем \ (и1, ик). Тогда вдоль
Д.* (<?о, I)

(24) ^ ц , = 0 (s - 1, . . ., к).

В новых координатах R*(Q0) имеет следующее параметрическое задание:

if = us, и*"1"1 = . . . == vl = 0; I 1 = 1, . . ., Г = 0.

При этом векторные поля X, Y имеют отличными от нуля только первые к
координат. Пусть V — ковариантная производная в метрике нормального
расслоения. Тогда в точке Qo

ди

Из леммы 1.6 следует

(25)
4

Из (24), (25) следует

(26) [VxY]l+a = О,

и векторное поле VXY горизонтальное. Из (19), (25), (26) получаем, что

(27) VXY а X

Но VxY =^^xY + A (X, Y), где V — ковариантная производная в метрике
слоя RK ((?о), А (X, Y) — вектор второй квадратичной формы слоя, перпен-
дикулярный к слою. Из (27) следует, что ^XY— вектор, касательный к слою.
Поэтому А (X, Y) = 0, и слой R* (Q0) — вполне геодезическое подмного-
образие.

Аналогично доказывается вполне геодезичность слоя й к (@0, £) в мет-
рике поверхности F1.
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Известно, что если F1 — /^-параболическая поверхность в римановом!
пространстве, £ — нормаль в точке Q, для которой ранг второй квадратичной
формы максимален г (Q, g) = I — к, то ограничение вторых квадратичных
форм поверхности на плоскость LK (Q, £) d TQF есть нулевые формы [3*].

Поэтому слой RK (Qo, | ) является вполне геодезической поверхностью»
в объемлющем римановом многообразии Мп.

с) Пусть Q — граничная точка RK (Qo, £). Соединим точку Q геодези-
ческой у d R* {Qo, E) с внутренней точкой слоя. Не ограничивая общности,
будем считать, что это и есть точка Qo. Вдоль геодезической у направим коор-
динатную линию и1 и введем на поверхности координаты так, чтобы вдоль

т .

у Ttj = 0, и выберем нормальные векторные поля па\ так, чтобы \ia$\i = 0.
При этом слой остается координатной поверхностью и1, . . ., ин. Пусть Л у —
вторая квадратичная форма поверхности F1, отвечающая нормали па\ = £.
Тогда из параболичности поверхности следует, что А\$ = 0. Поэтому из (14),.
(18) следует, что вдоль геодезической уравнения Кодацци для формы А\$

имеют вид / = 0. Пусть X — вектор в точке Q, такой, что XciL (Q, | ) ,

т. е. А%Хг = 0. Параллельно перенесем вектор X вдоль геодезической в точ-
КУ Qoi вдоль геодезической получим векторное поле X (и1). Тогда

- ^ (А\,Г (и1)) = - $ - X* (у?) = 0.

То есть X (Qo) CI Lk (Qo, | ) . Отсюда следует, что ранг второй квадратичной
формы поверхности относительно нормального поля | в точках граничного
слоя RK (QQ, | ) не может уменьшаться. То есть г* (Q, | ) ^> г (@0, | ) . Пусть
r (<?oi I) = го = m a x r (Q) и поверхность F1 — полная. Тогда г (Q, I) = г0.

Через точку Q также проходит слой, для которого Q является внутренней
точкой. В силу единственности слоя он является продолжением слоя
Rk (Qo, | ) . То есть геодезические слои Rk (Qo, I) неограниченно продолжа-
ются. Из теоремы Хопфа — Ринова следует полнота слоя как риманова
многообразия.

Из определения метрики Ng на нормальном расслоении и параллельности
в нормальной связности поверхности нормального векторного поля | вдоль
Rk (Qo, £) следует, что отображение проекции л^ RK (Qo) -> RK (Qo, | ) явля-
ется изометрией. Поэтому граничные точки R* (Q) и Fr ((?„, | ) соответствуют
друг другу, и из полноты R" (Qo, | ) следует полнота Д^ (Qo). Доказательство
закончено.

П р и м е ч а н и е . В метрическом пространстве возникает трудность
при определении расслоения между направлениями и касательными элемен-
тами в разных точках пространства. Эта трудность преодолевается с помо-
щью нерегулярного аналога метрики Сасаки [8*].

7. Раздел вопросов и задач

В этом разделе мы сформулируем ряд нерешенных задач, представляю-
щих, на наш взгляд, определенный интерес.

1. В работах [95] и [96] дана классификация геодезических в ТМ и
ТХМ в случае, когда М есть многообразие постоянной кривизны + 1 , — 1 , 0.
ТМ и TtM являются пространствами римановой субмерсии с вполне геоде-
зическими слоями. Слои содержат геодезические вертикального типа.
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База М, вложенная в ТМ нулевым сечением, также вполне геодезична.
З а д а ч а (Борисенко А. А.). Дать исчерпывающую классификацию

'вполне геодезических подмногообразий в ТМ и ТХМ в случае, когда М имеет
постоянную секционную кривизну.

2. Пусть (М, g) — риманово многообразие. Метрика g называется силь-
но q-сферической, если в каждой точке Q ЕЕ М найдется линейное подпро-
странство LQ d TQM размерности q, такое, что как только Y ЕЕ LQ, TO
.для любых X, Z GE TQM тензор кривизны М удовлетворяет условию

R (X, Y)Z = К «У, ZyX - (X, Z}Y),

q называется индексом сферичности, К — величиной сферичности. Если
К = 0, то это определение есть определение сильно g-параболичности мет-
рики М.

Описание сильно параболической метрики Сасаки на ТМ дано в [4].
Если dim М = 2, то возможны следующие варианты:
а) если М не является многообразием постоянной кривизны, то q = 0;
б) если М имеет постоянную кривизну К0Ф 1, то g = 1 и Z = Kl/A;
в) если М стандартная двумерная сфера, то q = 3, К = 1/4.
Для более высоких размерностей известно только, что для TxS

n (n ^> 3)
q = 1 и К = 1/4.

З а д а ч а (Борисенко А. А., Ямпольский А. Л.). Доказать, что ин-
декс сферичности q для ТгМ при dim M > 3 равен:

а) q = 1, если М = Sn, причем К = 1/4,
б) q = 0 в остальных случаях.
3. Пусть F1 — поверхность в евклидовом пространстве Е1+р. Тогда

TF1 есть поверхность в ТЕ1+Р. На Т F1 можно рассмотреть метрику Сасаки
<(т. е. внутренним образом определенную метрику) и метрику, индуцирован-
ную из TEl+p = E2V+P\ Эти метрики не изометричны.

З а д а ч а (Борисенко А. А.). В евклидово пространство какой ми-
•нималъной размерности метрика Сасаки вкладывается {погружается) изо-
метрически!

4. Кривизна метрики Сасаки Тр (Мп, К) (п ^> 3) неотрицательна, если
О <] р*К <^ 4/3, т. е. при р2 ^ 4/3/L Эта оценка является точной. Если Мп

локально симметрично и имеет положительную кривизну, то при достаточ-
ло малых р кривизна метрики Сасаки ТрЛ1п неотрицательна.

З а д а ч а (Борисенко А. А.). Найти точную оценку для р, при кото-
рых секционная кривизна метрики Сасаки ТрСРп, ТрМРп неотрицательна.

5. Пусть Мп — псевдориманово многообразие с метрикой типа (р, q).
На ТМп можно определить метрику Сасаки типа (2р, 2q). Пусть ТрМп —
подрасслоение в ТМп, образованное касательными векторами постоянной
длины р 0 0 или < 0). Рассмотрим псевдориманову сферу 5 1 ' 1 кривизны
— 1 . Тогда при р = —1 метрика Сасаки Гр^ 1 ' 1 имеет постоянную кривизну,
равную 1/4. (Аналог теоремы из [64]).

З а д а ч а 1 (Ямпольский А. Л.). Найти пределы изменения секционной
кривизны метрики Сасаки TpSp'q-

З а д а ч а 2 (Ямпольский А. Л.). Дать классификацию геодезических
на TSp'q и TpSp'q. Рассмотреть вопрос о вполне геодезических подмногооб-
разиях в этих пространствах.

6. В большом классе задач римановой геометрии используются утверж-
дения относительно некоторого fc-мерного распределения на данном рима-
новом многообразии.
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З а д а ч а (Борисенко А. А.). Перенести определение метрики Сасаки
на грассманово расслоение данного риманова многообразия и исследовать свой-
ства полученной метрики для различных типов грассмановых расслоений.

7. Представляет интерес изучение геометрии нормального и сфериче-
ского нормального расслоения с метрикой Сасаки для различных классов
поверхностей. Так, если V2 CZ £4 — двумерная поверхность Веронезе, то>
при определенном р многообразие iVpF2 имеет постоянную секционную кри-
визну.

З а д а ч а 1 (Борисенко А. А.). Доказать, что F 2 есть единственная
компактная поверхность в iS4, для которой существует р, при котором /VpF2

есть многообразие постоянной кривизны.
З а д а ч а 2 (Борисенко А. А.). Изучить сферическое нормальное рас-

слоение многомерной поверхности Веронезе.
8. Аналогично определению сильной /с-параболичности, можно дать

определение сильной /с-дефектности нормальной связности подмногообразия.
З а д а ч а 1 (Борисенко А. А.). Изучить строение нормального расслое-

ния подмногообразия с метрикой Сасаки, если подмногообразие имеет по-
стоянный индекс нормальной дефектности.

З а д а ч а 2 (Борисенко А. А.). Пусть метрика Сасаки NF1 сильно
k-параболична. Что можно сказать об F1 и его вложении {погружении) в дан-
ное риманово многообразие"?

9. В связи с тензором кривизны метррши Сасаки NF1 возникает и та-
кая задача.

З а д а ч а (Ямпольский А. Л.). Дать описание подмногообразий (на-
пример, в Еп), имеющих локально симметрический тензор кривизны нормаль-
ной связности.

Такими поверхностями являются, например, поверхности с параллель-
ной второй квадратичной формой в Е". Существуют ли другие примеры?
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