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Â ðàáîòå ïîëó÷åíà àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ìíîãîìåðíûõ íåîñî-
áûõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé, âëîæåííûõ â êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî
Cn ñ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòüþ. Âûÿñíåíî, äëÿ êàêèõ êîìïëåêñíûõ
ïîâåðõíîñòåé ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ àôôèííî ýêâèâàëåíò-
íûõ òî÷åê. 2000 Mathematics Subject Classi�cation 53B25.

Ââåäåíèå

Âîïðîñ î ðàçáèåíèè òî÷åê ìíîãîìåðíîé ïîâåðõíîñòè íà êëàññû, óñòîé÷è-
âûå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðè-
âàëñÿ â ðàáîòå [6].

Èç ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî ãðóïïû àôôèííûõ è êîíôîðìíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñîõðàíÿþò ëîêàëüíî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé, à
ñòàëî áûòü, òîëüêî ýòè ãðóïïû ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé êëàññèôèêàöèè òî÷åê
ìíîãîìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíà àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðåãóëÿðíûõ ïî-
âåðõíîñòåé, âëîæåííûõ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En ñ ïðîèçâîëüíîé êîðàç-
ìåðíîñòüþ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ìíî-
ãîìåðíûõ íåîñîáûõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé, âëîæåííûõ â êîìïëåêñíîå
ïðîñòðàíñòâî Cn ñ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòüþ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
ðàáîòû ñîñòàâëÿþò òåîðåìû 1 � 5.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü F l ⊂ Cn íåîñîáàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü, âëîæåííàÿ â n-ìåðíîå
êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëîêàëüíî îíà çàäà¼òñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì w =
w(w1, w2, ...wn), ãäå wk = wk(z1, z2, ...zl) � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ìíîãèõ
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ zj = xj + iyj (k = 1, ..., n, j = 1, ..., l) è rg (∂wα

∂zj ) = l.
Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü F l � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Cn,

òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè îíà ìîæåò áûòü çàäàíà ÿâíî, â âèäå

129



130 Î.Â. Ëåéáèíà

zl+α = zl+α(z1, ..., zl), α = 1, ..., n − l. Òîãäà êîîðäèíàòû ðàäèóñ-âåêòîðà
ïðèìóò âèä: wk = zk, k = 1, ..., l, wl+α = zl+α(z1, ..., zl), α = 1, ..., n− l.

Ïóñòü να � íîðìàëü ê F l â íåêîòîðîé òî÷êå q, α = 1, ..., n − l. Ýëåìåíòû
ìàòðèöû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè F l îòíîñèòåëüíî íîðìàëè
να îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2]:
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åñëè ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíóþ ïîâåðõíîñòü F l êàê 2l-ìåðíîå âåùåñòâåííîå
ïîäìíîãîîáðàçèå F 2l â E2n, ãäåE2n � îâåùåñòâëåííîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî
Cn. Ìàòðèöû âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïîâåðõíîñòè F 2l îòíîñèòåëüíî
íîðìàëåé nα1 è nα2 áóäóò èìåòü ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèé âèä:

Aα1 =
(

Cα −Dα

−Dα −Cα

)
, Bα1 =

(
Dα Cα

Cα −Dα

)
.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå Cn âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû òî÷êà q
ñîâïàëà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò O, à êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TqF

l � ñ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì z1, z2, ...zl, òî óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà ê ïî-
âåðõíîñòè F l â òî÷êå q áóäåò ñëåäóþùèì:

zl+α = aα
ijz

izj , α = 1, ..., n− l. (1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Aα(z, z) = aα
ijz

izj . Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä:

zl+α = Aα(z, z), α = 1, ...n− l. (2)

Îïðåäåëèì âåêòîð âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè F l

â òî÷êå O ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = (A1(z, z), A2(z, z), ..., An−l(z, z)).
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Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû Aα(z, z) ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ìàòðèöàìè Aα. Òàêèì îáðàçîì ñîïðèêàñàþùèéñÿ
ïàðàáîëîèä ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì
êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè F l â òî÷êå q.

Äâå òî÷êè íåîñîáîé êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè, âëîæåííîé â ïðîñòðàíñòâî
Cn, íàçûâàþòñÿ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïàðàáîëî-
èäû â ýòèõ òî÷êàõ ìîæíî îòîáðàçèòü äðóã íà äðóãà íåâûðîæäåííûì àô-
ôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.

Êîìïëåêñíîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè F l ⊂ Cn

â äàííîé òî÷êå íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì ïîâåðõíîñòè F l â ýòîé òî÷êå. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü íå
ïðåâûøàåò l(l + 1)/2 è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíà n− l.

Äëÿ êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè F l îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèé íóëü-èíäåêñ µ(q)
â òî÷êå q. Îí ðàâåí ðàçìåðíîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L(q) êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TqF

l, òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ L(q) âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå Ay = 0, ãäå A � ìàòðèöà âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè F l

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé íîðìàëè.
Â òåîðåìå 1 ïîêàçàíî äëÿ êàêèõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé ñóùåñòâóåò

êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F l ⊂ Cn íåîñîáàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü, âëîæåí-
íàÿ â n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî (l ≥ 2). Òîãäà òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè
â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) äëÿ äâóìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîé
òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè,

2) äëÿ êîìïëåêñíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé F l ⊂ Cl+1 è äâîéñòâåííîãî ñëó÷àÿ
F l ⊂ Cn, ãäå êîìïëåêñíàÿ òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü p = l(l + 1)/2− 1,

3) äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõîñòåé F l ⊂ Cn, ãäå êîìïëåêñíàÿ òî÷å÷íàÿ êî-
ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíà (p = 0) èëè ìàêñèìàëüíà (p = l(l + 1)/2),

4) äëÿ òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, ãäå êîìïëåêñíàÿ òî÷å÷íàÿ êîðàçìåð-
íîñòü ðàâíà 2 èëè 4.

Êëàññû àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂
Cn ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 2. Äëÿ äâóìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ Cn êîìïëåêñ-
íîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè p ñóùåòâóåò 6 êëàññîâ àôôèííî ýêâèâàëåí-
òíûõ òî÷åê :

Ïðè p = 0 � îäèí êëàññ � òî÷êà óïëîùåíèÿ.
Ïðè p = 1 � äâà êëàññà; ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä íåâûðîæäåííûì àô-

ôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó
èç ñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ:

à)z3 = (z1)2 + (z2)2,
á)z3 = (z1)2.
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Ïðè p = 2 � äâà êëàññà; ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä íåâûðîæäåííûì
àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó
èç ñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ:

à)z3 = (z1)2, z4 = (z2)2,
á)z3 = (z2)2, z4 = 2z1z2.
Ïðè p = 3 � îäèí êëàññ; ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä íåâûðîæäåííûì

àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèòñÿ ê ñëå-
äóþùåìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

z3 = (z1)2, z4 = (z2)2, z5 = 2z1z2.

Êëàññû àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê êîìïëåêñíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 3. Äëÿ êîìïëåêñíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé F l ⊂ Cl+1 ñóùåñòâóåò l
êëàññîâ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê; ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä íåâû-
ðîæäåííûì àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâî-
äèòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ:

zk+1 = (z1)2 + (z2)2 + ... + (zk)2, k = 1, ..., l.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê â ñëó÷àå, êîãäà F l ⊂
Cn è êîìïëåêñíàÿ òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü p = l(l +1)/2− 1, ñâîäèòñÿ ê êëàñ-
ñèôèêàöèè òî÷åê äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Êëàññû àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé ìèíè-
ìàëüíîé èëè ìàêñèìàëüíîé êîìïëåêñíîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè ïðèâåäåíû
â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 4. Äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõîñòåé F l ⊂ Cn, ãäå êîìïëåêñíàÿ
òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíà (p = 0) èëè ìàêñèìàëüíà (p = l(l +
1)/2) ñóùåñòâóåò îäèí êëàññ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê:

Ïðè p = 0 � òî÷êà óïëîùåíèÿ.
Ïðè p = l(l + 1)/2 ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä íåâûðîæäåííûì àôôèí-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó
êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

zl+1 = (z1)2, zl+2 = 2z1z2, zl+3 = 2z1z3, ...,

z2l = 2z1zl, z2l+1 = (z2)2, ..., zl+p = (zl).

Àôôèííûå êëàññû òî÷åê òðåõìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé êîì-
ïëåêñíîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè p = 2 ïðèâåäíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 5. Äâå òî÷êè íåîñîáîé êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè F 3 ⊂ C5 ñ
íóëåâûì âíåøíèì íóëü-èíäåêñîì ÿâëÿþòñÿ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûìè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïó÷êè âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì êîìïëåêñíîé ïî-
âåðõíîñòè â ýòèõ òî÷êàõ èìåþò ðàâíûå ñòåïåíè è ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ
äåëèòåëåé.

Cóùåñòâóåò 7 íåâûðîæäåííûõ êëàññîâ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê:
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Â çàâèñèìîñòè îò ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
êàíîíè÷åñêèå âèäû ïó÷êîâ âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì:

1)λ− λ1, λ− λ2, λ− λ3, λ1 6= λ2 6= λ3

(z2)2 + (z3)2, (z1)2 + (z3)2,

2)λ− λ1, λ− λ1, λ− λ3, λ1 6= λ3

(z3)2, (z1)2 + (z2)2,

3)λ− λ1, λ− λ1, λ− λ1

0, (z1)2 + (z2)2 + (z3)2,

4)(λ− λ1)
2, λ− λ3, λ1 6= λ3

(z2)2 + (z3)2, 2z1z2 − (z3)2,

5)(λ− λ1)
2, λ− λ1

(z2)2, 2z1z2 + (z3)2,

6)(λ− λ1)
3

2z2z3, (z2)2 + 2z1z3,

ãäå λ1, λ2, λ3 ∈ C,

7)ïó÷îê âûðîæäåí
2z2z3, 2z1z3.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê òðåõìåðíûõ êîìïëåê-
ñíûõ ïîâåðõíîñòåé êîìïëåêñíîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè p = 4 ñâîäèòñÿ ê
êëàññèôèêàöèè ïðè p = 2, òàê êàê ýòè êîðàçìåðíîñòè ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåí-
íûìè äëÿ òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé: èõ ñóììà ðàâíà l(l + 1)/2 äëÿ l = 3.

2. Óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ÷èñëà àôôèííûõ êëàññîâ òî÷åê

Äëÿ âûÿñíåíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà àôôèííûõ
êëàññîâ òî÷åê íåîñîáûõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ
àíàëîãè÷íî ðàáîòå [1].

Ïóñòü F l ⊂ Cn íåîñîáàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü, âëîæåííàÿ â n-ìåðíîå
êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, H = {H} � ïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ âåêòîð-
íûõ âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè.Òîãäà ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî

H/(GL(l,C)×GL(p,C))

cîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì àôôèííûõ êëàññîâ òî÷åê êîìïëåêñíîé ïîâåðõ-
íîñòè.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü p � êîìïëåêñíàÿ òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü íåîñîáîé
êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè F l ⊂ Cn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ðàâíà p. Çíà÷èò, ìîæíî âûáðàòü
áàçèñ íîðìàëåé òàê, ÷òîáû âòîðûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ðàññìàòðèâàåìîé
ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ p íîðìàëåé áûëè íåíóëåâûìè, à âòîðûå
êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îòíîñèòåëüíî îñòàâøèõñÿ n − l − p íîðìàëåé áûëè
òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, êîìïåêñíóþ ïîâåðõíîñòü F l

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê F l â Cl+p ⊂ Cn.

Ïóñòü q è q′ òî÷êè íà F l ⊂ Cl+p,

H = (A1(z, z), A2(z, z), ..., Ap(z, z)),

H ′ = (A′1(z, z), A′2(z, z), ..., A′p(z, z))−
âåêòîðû âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïîâåðõíîñòè F l â òî÷êàõ q è q′

ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîãëàñíî (2) óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà ê ïîâåðõíîñòè F l

â òî÷êå q áóäåò èìåòü âèä:

zl+µ = Aµ(z, z), µ = 1, ..., p.

Ïîñëå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà âåêòîð q′q è ïîâîðîòà â Cl+p òàê,÷òîáû TqF
l

è T ′qF l ñîâïàëè, óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà â òî÷êå q′ áóäåò
ñëåäóþùèì:

zl+µ = A′µ(z, z), µ = 1, ..., p.

Òî÷êè q è q′ àôôèííî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Λ ∈
GL(l + p,C) òàêîå, ÷òî ΛH = H ′.

Àíàëîãè÷íî [1] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî îãðàíè-
÷èòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Λ, êîòîðûå èìåþò áëî÷íûé âèä:

Λ =
(

U−1 0
0 V

)
,

ãäå U ∈ GL(l,C) è V ∈ GL(p,C) � àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â êàñàòåëüíîì
ToF

l è íîðìàëüíîì NoF
l ïðîñòðàíñòâàõ â òî÷êå O ê êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè

F l. Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî Λ ∈ GL(l,C)×GL(p,C). Òîãäà

ΛH = V




U∗A1U
.
.
.

U∗ApU




, ò. å. (ΛH)ν = U∗(vν
µAµ)U, (3)

ãäå vν
µ ýëåìåíòû ìàòðèöû V , U∗ � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ è êîìïëåêñíî

ñîïðÿæåííàÿ ê U .
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Òàêèì îáðàçîì, àôôèííûìè êëàññàìè òî÷åê ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòðàíñòâà H = {H} âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ âòîðûõ êâà-
äðàòè÷íûõ ôîðì (ò.å. p-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷åñêèõ l × l ìàòðèö) ïî
äåéñòâèþ ãðóïïû

G = GL(l,C)×GL(p,C),

îïðåäåëåííîìó ôîðìóëîé (3). Ñëåäîâàòåëüíî,

H/G = H/(GL(l,C)×GL(p,C))−
ïðîñòðàíñòâî àôôèííûõ êëàññîâ.
Ëåììà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî êëàññîâ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê
êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè F l ⊂ Cl+p áûëî êîíå÷íî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

p(l(l + 1)/2− p) ≤ l2 − 1. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî àôôèííûõ êëàññîâ áûëî êîíå÷íî,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû

dimH/G = 0, (5)
ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðóïïû H/G ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê, à êîíå÷íîñòü ðàçìåðíîñòè ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü ÷èñëà êîìïîíåíò.
Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî H/GL(p,C) � ïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ p-ìåðíûõ
ïëîñêîñòåé l(l + 1)/2-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà L ñèììåòðè÷åñêèõ l × l ìàòðèö,
ò.å.

H/GL(p,C) = G(p, l(l + 1)/2),

ãäå G(m,n) � ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà m-ìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïëîñêîñòåé â
Cn. Ïîýòîìó

dimH/GL(p,C) = p(l(l + 1)/2− p),

Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî

dimH/GL(p,C) ≤ dimGL(l,C).

Óñèëèì ýòî íåðàâåíñòâî, çàìå÷àÿ, ÷òî ïîäãðóïïà {λI, λ ∈ C\{0}} ⊂ GL(l,C)
(I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà l) îñòàâëÿåò íà ìåñòå p-ìåðíóþ ïëîñêîñòü
â ïðîñòðàíñòâå L, íàòÿíóòóþ íà (A1, A2, ...Ap) (ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3)).
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî àôôèííûõ êëàññîâ ñîâïàäàåò ñ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì

H/(GL(p,C)×GL(l,C)/{λI}λ 6=0)

Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî GL(l,C)/{λI} = SL(l,C) è dimGL(l,C)/{λI} = l2 − 1.
Èòàê, ÷òîáû ÷èñëî àôôèííûõ êëàññîâ áûëî êîíå÷íî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

dimH/GL(p,C) ≤ dimSL(l,C).

Çíà÷èò,
p(l(l + 1)/2− p) ≤ l2 − 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
Ïóñòü F l ⊂ Cn íåîñîáàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü êîìïëåêñíîé òî÷å÷íîé

êîðàçìåðíîñòè p.
Íåðàâåíñòâî (4) èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:
1) l = 2,
2) p = 1 èëè p = l(l + 1)/2− 1, l ≥ 2,
3) p = 0 èëè p = l(l + 1)/2, l ≥ 2,
4) l = 3, p = 2 èëè p = 4.
Äëÿ âåùåñòâåííûõ ïîâåðõíîñòåé F l ⊂ En òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè p â

ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè ïðè
p = l(l + 1)/2 − q ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè ïðè p = q. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ
ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî âåðíî è äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé
F l ⊂ Cn êîìïëåêñíîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè p.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè ïîâåðõíîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷-
íîå ÷èñëî êëàññîâ àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè â ñëó÷àÿõ 1)-4), ÷òî è çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2
Èìååì äâóìåðíóþ êîìïëåêñíóþ ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ Cn. Êîìïëåêñíàÿ

òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü 0 ≤ p ≤ l(l + 1)/2, l = 2, ñëåäîâàòåëüíî 0 ≤ p ≤ 3.
Ïðè p = 0 âñå òî÷êè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû. Ïîëó÷àåì îäèí àôôèííûé

êëàññ � òî÷êè óïëîùåíèÿ. Êàíîíè÷åñêèé âèä ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà
z3 = 0.

Ïðè p = 1 èìååì F 2 ⊂ C3. Ïîëó÷àåòñÿ äâà àôôèííûõ êëàññà. Ñîïðèêàñà-
þùèéñÿ ïàðàáîëîèä ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ:

à)z3 = (z1)2 + (z2)2,
á)z3 = (z1)2.
Ïðè p = 2 èìååì F 2 ⊂ C4. Âåêòîð âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû H =

(A1, A2).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè ïó÷êà âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ

ôîðì A1−λA2 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò àôôèííûé êëàññ òî÷êè â äàííîì ñëó÷àå.
Õîä ðàññóæäåíèé àíàëîãè÷åí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.

Ïóñòü λ1, λ2 � êîðíè óðàâíåíèÿ det(A1−λA2) = 0. Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò
ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå êàíîíè÷åñêèå âèäû ñîïðèêàñà-
þùèõñÿ ïàðàáîëîèäîâ:

1)λ− λ1, λ− λ2, λ1 6= λ2, λ1, λ2 ∈ C

(z3) = (z1)2, (z4) = (z2)2,

2)(λ− λ1)
2, λ1 ∈ C

(z3) = (z2)2, (z4) = 2z1z2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâà àôôèííûõ êëàññà.



Àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé 137

Ïðè p = 3 (êîìïëåêñíàÿ òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü ìàêñèìàëüíà) âåêòîð
âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû H = (A1, A2, A3). Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà âòîðûõ
êâàäðàòè÷ûõ ôîðì áóäåò ñëåäóþùèì:

A1 =
(

1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 0
0 1

)
, A3 =

(
0 1
1 0

)
.

Óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà èìååò âèä zµ+2 = Aµ(z, z), ãäå z =
(z1, z2), µ = 1, 2, 3. Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì îäèí àôôèííûé êëàññ:

z3 = (z1)2, z4 = (z2)2, z5 = 2z1z2.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

Ïðè p = 1 èìååì F l ⊂ Cl+1 � êîìïëåêñíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Âåêòîð
âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû H = (A1). Çíà÷èò, H = L � ïðîñòðàíñòâî
ñèììåòðè÷åñêèõ l × l ìàòðèö. Ãðóïïà GL(p,C) ÿâëÿåòñÿ ìóëòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïîé C\{0}. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî àôôèííûõ êëàññîâ åñòü L/GL(l,C).
Ìàòðèöó âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè F l â òî÷êå q ìîæíî
ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè áóäóò íàõîäèòüñÿ
ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Êîëè÷åñòâî àôôèííûõ êëàññîâ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
÷èñëîì íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì l àôôèííûõ
êëàññîâ. Êàíîíè÷åñêèé âèä ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïàðàáîëîèäîâ áóäåò ñëåäó-
þùèì:

zk+1 = (z1)2 + (z2)2 + ... + (zk)
2
, k = 1, ..., l.

6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4

Ïðè p = l(l+1)/2 óæå H /GL(p,C) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Ïîëó÷àåì
îäèí àôôèííûé êëàññ. Âûáèðàÿ áàçèñ A1, A2, ..., Ap ïðîñòðàíñòâà âòîðûõ êâà-
äðàòè÷íûõ ôîðì, ñîãëàñíî (2) ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ïðèâîäèòñÿ ê
òàêîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

zl+1 = (z1)2, zl+2 = 2z1z2, zl+3 = 2z1z3, ...,

z2l = 2z1zl, z2l+1 = (z2)2, ..., zl+p = (zl)2

Ïðè p = 0 âñå òî÷êè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû.

7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Ïóñòü F 3 ⊂ C5 íåîñîáàÿ êîìïëåêñíîñòü ïîâåðõíîñòü. Òîãäà âåêòîð âòîðîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû H = (A1, A2). Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü A = A1, B = A2 è
ðàññìîòðèì ïó÷îê A− λB.
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Ëåììà 2. [4] Åñëè A è B � ñèììåòðè÷åñêèå êîìïëåêñíûå l × l ìàòðèöû,
ïðè÷åì B íåâûðîæäåííàÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèåì U ∈ GL(l,C) èõ ìîæíî îäíî-
âðåìåííî ïðèâåñòè ê âèäó

U∗AU =




A1 0
. . .

0 Ak


 , U∗BU =




B1 0
. . .

0 Bk


 ,

ãäå k-÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé λ-ìàòðèöû A − λB. Êàæäîìó
ýëåìåíòàðíîìó äåëèòåëþ (λ− λi)ri ñîîòâåòñòâóþò áëîêè

Ai =




0 · · · · λili
· · li
· · · ·
· · · ·
· · · ·

λili li · · · 0




, Bi =




0 li
·

·
·

li · 0




ðàçìåðîâ ri × ri, li = ±1.

Ëåììà 3. [3] Äâà ïó÷êà ñèììåòðè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ l × l ìàòðèö A −
λB è A′ − λB′ ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé U ∈ GL(l, C)
(ò.å.U∗AU = A′ è U∗BU = B′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòàðíûå
äåëèòåëè λ-ìàòðèö ñîâïàäàþò.

Ëåììà 3 â ïðèìåíåíèè ê íàøåìó ñëó÷àþ äà¼ò ïîëíóþ ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ
ïðîñòðàíñòâà H îòíîñèòåëüíî ãðóïïû GL(3, C) , ò.å. ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò
H/GL(3, C), íî òàê êàê àôôèííûå êëàññû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâà H/(GL(3,C)×GL(2,C)), òî ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíî ïðîôàêòî-
ðèçîâàòü H/GL(3,C) ïî äåéñòâèþ ãðóïïû GL(2,C) (îïèñûâàåìîìó ôîðìóëîé
(3)).

Ïðè ýòîì óñëîâèå ëåììû 3 çàìåíèòñÿ áîëåå ñëàáûì, à èìåííî: äîëæíû
ñîâïàäàòü ëèøü ñòåïåíè è ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé.

Òàê êàê èç àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ñòåïåíåé
è ÷èñåë ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé, òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 áóäåì âåñòè
òîëüêî â ñòîðîíó äîñòàòî÷íîñòè.

Ïó÷îê A − λB íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè det(A − λB) íå ðàâåí
òîæäåñòâåííî íóëþ. Äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïó÷êà âîçìîæíû òîëüêî òàêèå
íàáîðû ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé:

1)λ1, λ− λ2, λ− λ3, λ1 6= λ2 6= λ3,
2)λ− λ1, λ− λ1, λ− λ3, λ1 6= λ3,
3)λ− λ1, λ− λ1, λ− λ1,
4)(λ− λ1)

2, λ− λ3, λ1 6= λ3,
5)(λ− λ1)

2, λ− λ1,
6)(λ− λ1)

3,
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ãäå λ1, λ2, λ3 ∈ C.
Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû â ñëó÷àÿõ 1 è 4, îñòàëüíûå ïðîâåðÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî.
1) Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2 ïó÷îê A−λB ïðèâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè

èç GL(3,C) â TqF
3 ê âèäó

A =




l1λ1 0 0
0 l2λ2 0
0 0 l3λ3


 , B =




l1 0 0
0 l2 0
0 0 l3


 , li = ±1.

Ïðåîáðàçîâàíèÿìè
(

1 −λ1

1 −λ2

) (
l3/(λ3 − λ1) 0

0 l3/(λ3 − λ2)

)

â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèöû A è B ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

A =




0 0 0
0 (l2(λ2 − λ1))/(l3(λ3 − λ1)) 0
0 0 1


 ,

B =




(l1(λ1 − λ2))/(l3(λ3 − λ2)) 0 0
0 0 0
0 0 1


 .

Â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ïîäåéñòâóåì ïðåîáðàçîâàíèåì



1/b 0 0
0 1/a 0
0 0 1


 ,

ãäå
l1(λ1 − λ2)/l3(λ3 − λ2)) = c′′b2, l2(λ2 − λ1)/l3(λ3 − λ1)) = c′a2.

Ïîëó÷èì

A =




0 0 0
0 l′ 0
0 0 1


 , B =




l′′ 0 0
0 0 0
0 0 1


 .

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ l′, l′′ èìåþòñÿ 4 âàðèàíòà. Ïîêàæåì, ÷òî âñå îíè
îïèñûâàþò îäèí è òîò æå àôèííûé êëàññ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü l′ = 1, l′′ = −1. Òîãäà, äåéñòâóÿ â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèåì




1 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,
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à â íîðìàëüíîì � ïðåîáðàçîâàíèåì
(

1 0
0 −1

)
,

câåäåì ýòîò âàðèàíò ê l′ = l′′ = 1.
Àíàëîãè÷íî äåéñòâóåì â ñëó÷àå l′ = −1, l′′ = 1 è ñâîäèì ýòîò âàðèàíò ê

l′ = l′′ = 1.
Åñëè l′ = l′′ = −1, òî äåéñòâóÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâà-

íèåì 


i 0 0
0 i 0
0 0 1


 ,

ñâåäåì ýòîò âàðèàíò ê l′ = l′′ = 1.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì îäèí àôôèííûé êëàññ. Êàíîíè÷åñêèé âèä ïó÷êà

âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

z4 = (z1)2 + (z3)2, z5 = (z2)2 + (z3)2.

4) Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2 ïó÷îê ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

A =




0 λ1l1 0
λ1l1 l1 0
0 0 λ3l3k


 , B =




0 l1 0
l1 0 0
0 0 l3


 , li = ±1.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äåéñòâóÿ â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå àôôèííûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè (

1 −λ1

0 1

)
,

(
1/(λ3 − λ1) 0

0 1

)
,

ïðèâîäèì ìàòðèöû A è B ê âèäó

A =




0 0 0
0 l1/(λ3 − λ1) 0
0 0 l3


 , B =




0 l1 0
l1 0 0
0 0 l3


 .

Ïðåîáðàçîâàíèåì â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå



1 0 0
0 (λ3 − λ1)1/2 0
0 0 1




ïðèâåäåì ìàòðèöû A è B ê âèäó

A =




0 0 0
0 l1 0
0 0 l3


 , B =




0 l1 0
l1 0 0
0 0 l3


 .
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Ïóñòü l1 = 1, l3 = −1, òîãäà äåéñòâóÿ ïðåîáðàçîâàíèåì â êàñàòåëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå 


1 0 0
0 1 0
0 0 i


 ,

ñâîäèì ê ñëó÷àþ l1 = l3 = 1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àè l1 =
l3 = ±1, l1 = l3 = ±1 ýêâèâàëåíòíû.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì îäèí àôôèííûé êëàññ. Êàíîíè÷åñêèé âèä ïó÷êà
âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

z4 = (z2)2 + (z3)2, z5 = 2z1z2 + (z3)2.

Åñëè ïó÷îê A − λB âûðîæäåííûé, ò.å. det(A − λB) ≡ 0, òî åñòåñòâåííî
ïîòðåáîâàòü ðàâåíñòâà íóëþ âíåøíåãî íóëü-èíäåêñà µ(q) êîìïëåêñíîé ïîâåðõ-
íîñòè F 3 â òî÷êå q; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êëàññèôèêàöèÿ ñâîäèòñÿ ê àôôèííûì
òèïàì òî÷åê äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé. Àíàëîãè÷íî [1] â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî êàíîíè÷åñêèé âèä ïó÷êà âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

z4 = 2z2z3, z5 = 2z1z3.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû 1 � 5 ïîëíîñòüþ äîêàçàíû.
Âûðàæàþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü À.À. Áîðèñåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è

è ðóêîâîäñòâî ðàáîòîé è À.Ë. ßìïîëüñêîìó çà ïîìîùü â ðàáîòå.
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