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Âñòóï

Ïîñiáíèê ñïðÿìîâàíèé ïåðø çà âñå íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó â îâîëîäiííi ìåòî-
äàìè àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ ñòóäåíòàìè ìàòåìàòè÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé óíiâåðñè-
òåòiâ. Çìiñò ïîñiáíèêà âiäïîâiäà¹ êóðñó àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, ùî âèêëàäà¹òüñÿ
íà ôàêóëüòåòi ìàòåìàòèêè i iíôîðìàòèêè â Õàðêiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-
âåðñèòåòi iìåíi Â. Í. Êàðàçiíà.

1 Çàãàëüíi âiäîìîñòi

Ïîâåðõíåþ äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó
êîîðäèíàòè ÿêèõ âiäíîñíî äàíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (x, y, z) çàäî-
âîëüíÿþòü ðiâíÿííþ:

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz+

+ 2b1x+ 2b2y + 2b3z + c = 0,
3∑

i,k=1

a2
ik 6= 0. (1)

Ãðóïà äîäàíêiâ ñòåïåíÿ 2 íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ÷àñòèíîþ ðiâíÿííÿ,
ãðóïà äîäàíêiâ ñòåïåíÿ 1 óòâîðþ¹ ëiíiéíó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ, ïàðàìåòð c íàçè-
âà¹òüñÿ âiëüíèì ÷ëåíîì. Íàéïðîñòiøi ôîðìè ðiâíÿííÿ (1) i ñèñòåìè êîîðäèíàò,
âiäíîñíî ÿêèõ ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ íàéïðîñòiøó ôîðìó, íàçèâàþòüñÿ êàíîíi÷íèìè.

Áóäîâà ïîâåðõîíü äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ âiäíîøåííÿ äî äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ
êëàñiâ ïîâåðõîíü: ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ, ïîâåðõîíü ïåðåíåñåííÿ, ëiíié÷àñòèõ,
öèëiíäðè÷íèõ i êîíi÷íèõ ïîâåðõîíü.

1.1 Ïîâåðõíi îáåðòàííÿ.

Íåõàé γ � êðèâà â äåÿêié ïëîùèíi π i l � ïðÿìà, ùî ëåæèòü â ïëîùèíi π i
íå ïåðåòèíà¹ γ. Ïîâåðõíÿ, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ êðèâîþ γ ïðè îáåðòàííi ïëîùèíè
π íàâêîëî ïðÿìî¨ l íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíåþ îáåðòàííÿ. Êðèâà γ íàçèâà¹òüñÿ
ïðîôiëüíîþ êðèâîþ, l � âiññþ îáåðòàííÿ.

Çàïèøåìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ. Ïðèéìåìî ïðÿìó l ÿê
âiñü Oz, à âiñü Ox íàïðàâèìî ïåðïåíäèêóëÿðíî îñi Oz â ïëîùèíi π, äå ëåæèòü
êðèâà γ. Âiñü Oy íàïðàâèìî ïåðïåíäèêóëÿðíî xOz. Ïðèïóñòèìî, ùî γ çàäàíà
ðiâíÿííÿì x = f(u), z = g(u). Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ïëîùèíà π çáiãà¹òüñÿ ç
xOz. Ïîâåðíåìî ïëîùèíó π íà äåÿêèé êóò v, ôiêñóþ÷è ïîëîæåííÿ îñåéOx, Oy i
Oz. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êèM êîîðäèíàòà z ïðè öüîìó íå çìiíèòüñÿ. Íå çìiíèòüñÿ
i âiäñòàíü R âiä îñi îáåðòàííÿ Oz äî íîâîãî ïîëîæåííÿ òî÷êè M . Òîáòî ïðè
êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi u ïðè îáåðòàííi ïëîùèíè π íàâêîëî îñiOz òî÷êà
M , ÿêà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ìàëà êîîðäèíàòè (f(u), 0, g(u)), ðóõà¹òüñÿ ïî êîëó
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ðàäióñà R = f(u) â ïëîùèíi z = g(u). Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ öüîãî êîëà
x = R cos v, y = R sin v. Îòæå ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ:

x(u, v) = f(u) cos v,
y(u, v) = f(u) sin v,
z(u, v) = g(u).

Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ îòðèìàòè îñîáëèâî ëåãêî, ÿêùî êðèâà γ ìîæå
áóòè çàäàíà ó âèãëÿäi ãðàôiêà äåÿêî¨ ôóíêöi¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî γ ëåæèòü â ïëîùèíi xOz i ¹ ãðàôiêîì ôóíêöi¨ z = f(x)
(x > 0). Çà ñâî¨ì çìiñòîì ïàðàìåòð x ¹ âiäñòàííþ âiä îñi Oz äî òî÷êè íà ãðàôi-
êó. Íåõàé îáåðòàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ íàâêîëî îñi Oz. ßêùî M(x, y, z) � òî÷êà íà
ïîâåðõíi îáåðòàííÿ, òî çà áóäîâîþ ¨¨ êîîðäèíàòà z ¹ òi¹þ æ ôóíêöi¹þ ùî âèçíà-
÷àëà ïðîôiëüíó êðèâó, àëå àðãóìåíòîì öi¹¨ ôóíêöi¨ ñòà¹ âiäñòàíü âiä òî÷êè äî
îñi îáåðòàííÿ Oz. Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè òî÷êè M çâ'ÿçóþòüñÿ ðiâíÿííÿì

z = f(r), r =
√
x2 + y2. (2)

ßêùî ïðîôiëüíà êðèâà ïîäàíà íåÿâíî ðiâíÿííÿì ϕ(z, x) = 0, òî çà àíàëîãi÷íèõ
ìiðêóâàíü íåÿâíå ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi Oz íàáóâà¹ âèãëÿäó

ϕ(z, r) = 0, r =
√
x2 + y2. (3)

Ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (2) àáî (3) â îïè-
ñàíèõ ñïåöiàëüíèõ óìîâàõ.

Ïðèêëàä 1.1. Çíàéòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðÿìîþ x−4z = 0
ïðè îáåðòàííi íàâêîëî îñi Oz.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðÿìà, ùî îáåðòà¹òüñÿ, ïåðåòèíà¹ âiñü îáåðòàííÿ, òîæ î÷åâèäíî,
ùî ïîâåðõíåþ îáåðòàííÿ áóäå êðóãëèé êîíóñ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (2).
Ïðîôiëüíà êðèâà çàäàíà ðiâíÿííÿì z = 1

4x, òîìó ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ

z =
1

4

√
x2 + y2 ∼ x2 + y2 − 16z2 = 0.

Âiäïîâiäü: x2 + y2 − 16z2 = 0 � ðiâíÿííÿ êðóãëîãî êîíóñà.

Â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè ïðÿìà, ùî îáåðòà¹òüñÿ,
íå ïåðåòèíà¹ âiñü îáåðòàííÿ.

Ïðèêëàä 1.2. Ïðÿìà x = 1 + 4t, y = 2 + 3t, z = t îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî îñi
Oz. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðè îáåðòàííi íàâêîëî îñi Oz òî÷êà M ç êîîðäèíàòàìè M(1 +
4t, 2+3t, t) ðóõà¹òüñÿ ïî êîëó, ÿêå ëåæèòü â ïëîùèíi z = t òà ìà¹ öåíòð â òî÷öi
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M0(0, 0, t). Çíàéäåìî ðàäióñ öüîãî êîëà R = |MM0| =
√

(1 + 4t)2 + (2 + 3t)2 =√
1 + 8t+ 16t2 + 4 + 12t+ 9t2 =

√
5 + 20t+ 25t2. Íàïèøåìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâ-

íÿííÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ:
x =
√

5 + 20t+ 25t2 cos v,

y =
√

5 + 20t+ 25t2 sin v,
z = t,

⇒ x2 + y2 = 5 + 20z + 25z2.

Ìè îòðèìàëè íåÿâíå ðiâíÿííÿ öi¹¨ æ ïîâåðõíi. Íèæ÷å ìè ç'ÿñó¹ìî, ùî öÿ ïî-

âåðõíÿ ¹ îäíîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì îáåðòàííÿ ç öåíòðîì â òî÷öi
(

0, 0,−2

5

)
.

Âiäïîâiäü: x2 + y2 − 25

(
z +

2

5

)2

= 1.

1.2 Ïîâåðõíi ïåðåíåñåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó π1 i íåõàé êðèâà γ1 ⊂ π1. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó O ∈ γ1 i
ïîáóäó¹ìî ïëîùèíó π2, ùî ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó π1 ïî ïðÿìèé l, ÿêà ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó O. Íåõàé γ2 äåÿêà êðèâà â ïëîùèíi π2, ïðè÷îìó O ∈ γ2. Ôiêñóþ÷è
ïëîùèíó π1 áóäåìî ïàðàëåëüíî ïåðåíîñèòè ïëîùèíó π2, ÿê òâåðäå òiëî, óçäîâæ
êðèâî¨ γ1 òàê, ùîá òî÷êà O ïiä ÷àñ ðóõó ïåðåáóâàëà íà êðèâié γ1. Ïîâåðõíÿ,
óòâîðåíà êðèâîþ γ2 íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíåþ ïåðåíåñåííÿ.

Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ïåðåíåñåííÿ íàéëåãøå îòðèìàòè ÿêùî ïëîùèíè π1 i π2

âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi. Ïðèéìåìî ïðÿìó l ÿê âiñü Oz, à îñi Ox i Oy íàïðà-
âèìî â ïëîùèíàõ π1 i π2. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ γ2 : z = f(x), à ðiâíÿííÿ
γ1 : z = g(y). Òîäi êîîðäèíàòà z òî÷êè M íà ïîâåðõíi ïåðåíåñåííÿ ñêëàäà¹òüñÿ
ç êîîðäèíàòè z1 = f(x) â ïëîùèíi π2 íàä âiññþ Ox i êîîðäèíàòè z2 = g(y) òî÷êè
O íàä âiññþ Oy â ïëîùèíi π1. Òîáòî êîîðäèíàòà z ðóõîìî¨ òî÷êè âèçíà÷à¹òüñÿ
âèðàçîì:

z = f(x) + g(y).

1.3 Öèëiíäðè÷íi ïîâåðõíi.

Íåõàé γ � ïëîñêà êðèâà, òîáòî ëåæèòü â ïëîùèíi π. ×åðåç êîæíó òî÷êó
êðèâî¨ γ ïðîâåäåìî ïðÿìó â íàïðÿìêó âåêòîðà ~a, ÿêèé íå ïàðàëåëüíèé ïëîùèíi
π. Îòðèìàíà ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ öèëiíäðè÷íîþ ïîâåðõíåþ, àáî öèëiíäðîì,
ïîáóäîâàíèì íàä γ. Ñàìà êðèâà íàçèâà¹òüñÿ íàïðàâëÿþ÷îþ, à ñiì'ÿ ïàðàëåëüíèõ
ïðÿìèõ íàçèâà¹òüñÿ ñiì'¹þ òâiðíèõ öèëiíäðà.

Ìîæíà çàïèñàòè ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi. Íåõàé êðèâà
γ ìà¹ ïàðàìåòðè÷íå (âåêòîðíå) ðiâíÿííÿ ~ρ = ~ρ(u) = {ρ1(u), ρ2(u), ρ3(u)}. Ïðè
ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi u ìè ìà¹ìî òî÷êó íà γ.Íàïèøåìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ
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ïðÿìî¨ ÷åðåç òî÷êó (ρ1(u), ρ2(u), ρ3(u)) â íàïðÿìêó âåêòîðà ~a = {a1, a2, a3}:
x(u, v) = ρ1(u) + va1,
y(u, v) = ρ2(u) + va2,
z(u, v) = ρ3(u) + va3.

Öå ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi ç íàïðàâëÿþ÷îþ ~ρ = ~ρ(u)
i ïðÿìîëiíiéíèìè òâiðíèìè ïàðàëåëüíèìè ~a. Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi
~r(u, v) = ~ρ(u) + v~a.

ßêùî ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi ïåðïåíäèêóëÿðíi ïëîùèíi π, â ÿêié ëåæèòü êðèâà
γ, òî ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìèì öèëiíäðîì, ïîáóäîâàíèì íàä γ. Çà òèïîì
íàïðàâëÿþ÷î¨ öèëiíäðàì äàþòü âiäïîâiäíi íàçâè. Íàïðèêëàä, �ïðÿìèé êðóãîâèé
öèëiíäð� � öèëiíäð, ïîáóäîâàíèé íàä êîëîì.

Ðiâíÿííÿ ïðÿìîãî öèëiíäðà çàäàòè äóæå ëåãêî. Ðîçòàøó¹ìî â ïëîùèíi π
îñi êîîðäèíàò Ox, Oy, à âiñü Oz íàïðàâèìî ïåðïåíäèêóëÿðíî π, òîáòî âçäîâæ
òâiðíèõ öèëiíäðà. Íåõàé ϕ(x, y) = 0 � íåÿâíå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ γ. Òîäi äëÿ áóäü-
ÿêî¨ òî÷êè M ç êîîðäèíàòàìè (x, y, z) íà öèëiíäðè÷íié ïîâåðõíi, êîîðäèíàòè
(x, y) ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì ϕ(x, y) = 0, à êîîðäèíàòà z ¹ äîâiëüíîþ, òîáòî
ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ôîðìàëüíî çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì êðèâî¨:

ϕ(x, y) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî öèëiíäðè÷íà ïîâåðõíÿ ¹ îêðåìèì âèïàäêîì çàãàëüíî¨ ëiíié-
÷àñòî¨ ïîâåðõíi, ùî çàäà¹òüñÿ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ~r(u, v) = ~ρ(u) + v~a(u), àáî
ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì

x(u, v) = ρ1(u) + va1(u),
y(u, v) = ρ2(u) + va2(u),
z(u, v) = ρ3(u) + va3(u).

ßê ìè áà÷èìî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ÷åðåç êîæíó òî÷êó u = u0 êðèâî¨, ùî
çàäàíà ðiâíÿííÿì ~ρ = ~ρ(u) ïðîõîäèòü ïðÿìîëiíiéíà òâiðíà ó íàïðÿìêó âåêòîðà
~a(u0). Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi ëiíié÷àñòî¨ ïîâåðõíi íå ïàðà-
ëåëüíi ìiæ ñîáîþ. ßêùî æ ~a(u) = ~a =

−−−→
const, òî ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi ìiæ ñîáîþ

ïàðàëåëüíi i ëiíié÷àñòà ïîâåðõíÿ ¹ öèëiíäðîì.

Ïðèêëàä 1.3. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ êðóãëîãî öèëiíäðà, òâiðíi ÿêîãî äîòèêàþ-
òüñÿ ñôåðè x2 + y2 + z2 = 1 òà óòâîðþþòü ðiâíi êóòè ç îñÿìè êîîðäèíàò.

Ðîçâ'ÿçîê. Âåêòîð, ùî óòâîðþ¹ ðiâíi êóòè ç îñÿìè êîîðäèíàò, ìà¹ íàïðÿìîê
~a = {1, 1, 1}. Íåõàé òî÷êà (x0, y0, z0) íàëåæèòü ñôåði, òîáòî x2

0 + y2
0 + z2

0 = 1.
Ïðîâåäåìî ÷åðåç öþ òî÷êó ïðÿìîëiíiéíó òâiðíó öèëiíäðà.

x = x0 + v,
y = y0 + v,
z = z0 + v.
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Ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðà v = 0, ïðÿìà äîòèêà¹òüñÿ ñôåðè, òîáòî v = 0 � êðàòíèé
êîðiíü ðiâíÿííÿ, ùî çàäà¹ ïåðåòèí ïðÿìî¨ çi ñôåðîþ. Îòæå,

(x0 + v)2 + (y0 + v)2 + (z0 + v)2 = 1,

x2
0 + y2

0 + z2
0 + 2v(x0 + y0 + z0) + 3v2 = 1.

Îñêiëüêè x2
0 + y2

0 + z2
0 = 1, òî 3v2 + 2v(x0 + y0 + z0) = 1. v = 0 áóäå êðàòíèì

êîðåíåì öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêùî x0 + y0 + z0 = 0. Ìà¹ìî
x = x0 + v,
y = y0 + v,
z = z0 + v,
x0 + y0 + z0 = 0,
x2

0 + y2
0 + z2

0 = 1,



v = 1
3(x+ y + z),

x0 = 1
3(2x− y − z),

y0 = 1
3(2y − x− z),

z0 = 1
3(2z − x− y),

x2
0 + y2

0 + z2
0 = 1.

Îòæå, íåÿâíå ðiâíÿííÿ øóêàíîãî öèëiíäðà:

(2x− y − z)2 + (2y − x− z)2 + (2z − x− y)2 = 9.

Âiäïîâiäü: 2x2 + 2y2 + 2z2 − 2xy − 2xz − 2yz = 3.

Âïðàâà 1.1. Íàïèøiòü ðiâíÿííÿ êðóãëîãî öèëiíäðà, âiññþ ÿêîãî ¹ ïðÿìà
x− 1

1
=

y

2
=
z − 2

−1
, ÿêùî éîìó íàëåæèòü òî÷êà (1, 1, 1).

Âiäïîâiäü: 5x2 + 2y2 + 5z2 − 4xy + 2xz + 4yz − 14x− 4y − 22z + 26 = 0.

1.4 Êîíi÷íi ïîâåðõíi

Ëiíié÷àñòà ïîâåðõíÿ, â ÿêî¨ âñi ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié
òî÷öi, íàçèâà¹òüñÿ êîíi÷íîþ ïîâåðõíåþ. Ìà¹ìî íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ.

Íåõàé γ � äåÿêà ãëàäêà êðèâà, M(a, b, c) � ôiêñîâàíà òî÷êà. Ïîâåðõíÿ, ùî
óòâîðåíà ïðÿìèìè, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó M i òî÷êè êðèâî¨ γ, íàçèâà¹òüñÿ
êîíi÷íîþ ïîâåðõíåþ, àáî êîíóñîì. Êðèâà γ íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíîþ êðèâîþ, òî-
÷êàM � âåðøèíîþ, à ïðÿìi � òâiðíèìè êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi. ßêùî íàïðÿìíà êðè-
âà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèì (âåêòîðíèì) ðiâíÿííÿì ~ϕ(u) = {ϕ1(u), ϕ2(u), ϕ3(u)},
à ~r0 = {a, b, c} � ðàäióñ-âåêòîð òî÷êèM , òî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç äâi òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (ϕ1(u), ϕ2(u), ϕ3(u)) òà (a, b, c), áóäå ìàòè
âèãëÿä ~r = ~r0 + v (~ϕ(u)− ~r0). Îòæå, ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

x(u, v) = a+ v (ϕ1(u)− a) ,
y(u, v) = b+ v (ϕ2(u)− b) ,
z(u, v) = c+ v (ϕ3(u)− c) .
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Ìè áà÷èìî, ùî êîíi÷íà ïîâåðõíÿ ¹ îêðåìèì âèïàäêîì çàãàëüíî¨ ëiíié÷àñòî¨
ïîâåðõíi ïðè ~ρ(u) = ~r0 =

−−−→
const òà ~a(u) = ~ϕ(u)− ~r0.

Íàéïðîñòiøèé âèãëÿä ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ êîíóñà ìàòèìå, ÿêùî âåðøè-
íîþ ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò, à íàïðÿìíà êðèâà ëåæèòü â ïëîùèíi z = 1 òà çàäàíà
ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì x = f(u), y = g(u), z = 1, à ñàìå:

x(u, v) = vf(u),
y(u, v) = vg(u),
z(u, v) = v.

Ïðèêëàä 1.4. Íàïèøiòü ðiâíÿííÿ êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi, ÿêùî âåðøèíà çíàõîäè-
òüñÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à íàïðÿìíîþ êðèâîþ ¹ êîëî ðàäióñà 4 ó ïëîùèíi
z = 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ íàïðÿìíîãî êîëà x = 4 cosu,
y = 4 sinu, z = 1 i, âiäïîâiäíî, ðiâíÿííÿ êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi ç âåðøèíîþ â ïî÷àòêó
êîîðäèíàò: 

x(u, v) = 4v cosu,
y(u, v) = 4v sinu,
z(u, v) = v,

⇒ x2 + y2 − 16z2 = 0.

Ìè â iíøèé ñïîñiá îòðèìàëè òîé ñàìèé êðóãëèé êîíóñ, ùî i â ïðèêëàäi 1.1.

2 Êàíîíi÷íi ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó â E3.

2.1 Åëiïñî¨äè

Ðèñ. 1: Åëiïñî¨ä

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êî-
îðäèíàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêóòíî¨
äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿ-
þòü ðiâíÿííþ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (a ≥ b ≥ c),

íàçèâà¹òüñÿ åëiïñî¨äîì. Äàíå ðiâíÿííÿ íà-
çèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì åëiïñî¨-
äà, à âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçè-
âà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ. Ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= −1, a ≥ b ≥ c

âèçíà÷à¹ ïîðîæíþ ìíîæèíó ó ïðîñòîði, àëå çà àíàëîãi¹þ ç åëiïñî¨äîì ãîâîðÿòü,
ùî öå ðiâíÿííÿ çàäà¹ óÿâíèé åëiïñî¨ä.
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Âåëè÷èíè a, b, c íàçèâàþòüñÿ ïiâîñÿìè åëiïñî¨äà (ÿê äiéñíîãî, òàê i óÿâíîãî).
Òî÷êè (±a, 0, 0), (0,±b, 0), (0, 0,±c) íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè åëiïñî¨äà.
ßêùî a > b > c, òî åëiïñî¨ä íàçèâà¹òüñÿ òðèâiñíèì. ßêùî a = b, òî åëiïñî¨ä

x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1

íàçèâà¹òüñÿ åëiïñî¨äîì îáåðòàííÿ (íàâêîëî îñi Oz).
ßêùî a = b = c = R, òî åëiïñî¨ä ¹ ñôåðîþ ðàäióñó R ç ðiâíÿííÿì

x2 + y2 + z2 = R2.

Åëiïñî¨ä ìà¹ òðè ïëîùèíè ñèìåòði¨ (êîîðäèíàòíi ïëîùèíè), òðè îñi ñèìåòði¨
(îñi êîîðäèíàò) i ¹äèíèé öåíòð ñèìåòði¨ (ïî÷àòîê êîîðäèíàò).

Òâåðäæåííÿ 2.1. Êàíîíi÷íèé åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ
x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1 íàâêîëî

îñi Oz ¹ ðåçóëüòàòîì ñòèñêàííÿ ñôåðè x̃2 + ỹ2 + z̃2 = a2 óçäîâæ îñi Oz̃ ç

êîåôiöi¹íòîì ñòèñêàííÿ k =
c

a
(c < a).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó ç êîîðäèíàòàìè (x̃, ỹ, z̃), ùî çàäà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ 

x = x̃,
y = ỹ,

z = c
a z̃,

¹ ñòèñêàííÿì ïðîñòîðó óçäîâæ îñi Oz̃ ç êîåôiöi¹íòîì k =
c

a
< 1. ßêùî òî÷êà ç

êîîðäèíàòàìè (x̃, ỹ, z̃) ëåæàëà íà ñôåði

x̃2 + ỹ2 + z̃2 = a2

ðàäióñà a, òî òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (x, y, z) áóäå çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííþ

x2 + y2 +
a2

c2
z2 = a2 ∼ x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Òðèâiñíèé åëiïñî¨ä ¹ ðåçóëüòàòîì ñòèñêàííÿ åëiïñî¨äà îáåð-

òàííÿ
x2

a2
+
y2

a2
+
z2

c2
= 1 óçäîâæ îñi Oy ç êîåôiöi¹íòîì k =

b

a
< 1.

Åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ äiéñíî óòâîðþ¹òüñÿ îáåðòàííÿì êàíîíi÷íîãî åëiïñà íàâ-
êîëî ìåíøî¨ îñi. Ðîçãëÿíåìî êàíîíi÷íèé åëiïñ

x2

a2
+
z2

c2
= 1 (a ≥ c)

ó ïëîùèíi xOz. Ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi Oz îòðèìà¹ ðiâíÿííÿ (3)

x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1,
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ùî çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ.
Ðîçãëÿíåìî ïåðåðiçè åëiïñî¨äà ïëîùèíàìè âèäó z = h. Ó ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíó

xOy îòðèìà¹ìî ñiìåéñòâî åëiïñiâ

x2

a2
+
y2

b2
= 1− h2

c2

ç ïiâîñÿìè

ã = a

√
1− h2

c2
, b̃ = b

√
1− h2

c2
.

Ïåðåðiçè iñíóþòü äëÿ |h| ≤ c. Àíàëîãi÷íèé âèä ìàþòü ïåðåðiçè y = h i x = h.

Ïðèêëàä 2.1. Äàíî âåðøèíè åëiïñî¨äà (8,−3, 0), (−4,−3, 0). Çíàéäiòü ðiâíÿ-
ííÿ öüîãî åëiïñî¨äà, ÿêùî âiäîìî, ùî éîãî îñi ñèìåòði¨ ïàðàëåëüíi îñÿì êîîð-

äèíàò i ïëîùèíà yOz ïåðåòèíà¹ éîãî ïî åëiïñó: x = 0,
(y + 3)2

32
+
z2

8
= 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Âiäîìî, ùî âåðøèíè çíàõîäÿòüñÿ íà îñi ñèìåòði¨, à öåíòð åëiïñî¨-
äà ðîçòàøîâàíèé ïîñåðåäèíi ìiæ âåðøèíàìè. Îòæå, ïðÿìà y = −3, z = 0 � âiñü
ñèìåòði¨, (2,−3, 0) � öåíòð ñèìåòði¨. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî îñi ñèìåòði¨ åëiïñî¨-
äà ïàðàëåëüíi îñÿì êîîðäèíàò, à öåíòð ìà¹ êîîðäèíàòè (x0, y0, z0), òî ðiâíÿííÿ
åëiïñî¨äà ìà¹ âèãëÿä:

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
+

(z − z0)
2

c2
= 1.

Â íàøîìó âèïàäêó:

(x− 2)2

a2
+

(y + 3)2

b2
+
z2

c2
= 1.

Ïàðàìåòð a � öå âiäñòàíü âiä öåíòðà äî âåðøèí, òîáòî a = 6. Ïiäñòàâëÿ¹ìî öå
çíà÷åííÿ â ðiâíÿííÿ åëiïñî¨äà òà çíàõîäèìî ïåðåòèí ç ïëîùèíîþ x = 0:

4

36
+

(y + 3)2

b2
+
z2

c2
= 1, ⇒ (y + 3)2

b2
+
z2

c2
=

8

9
.

Ïîðiâíþ¹ìî öå ðiâíÿííÿ ç âiäîìèì ðiâíÿííÿì ëiíi¨ ïåðåòèíó ç ïëîùèíîþ
x = 0, îòðèìó¹ìî:

8

9
b2 = 32, b2 = 36;

8

9
c2 = 8, c2 = 9.

Îòæå, ðiâíÿííÿ åëiïñî¨äà:

(x− 2)2

36
+

(y + 3)2

36
+
z2

9
= 1.
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Âïðàâà 2.1. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ åëiïñî¨äà, ÿêùî éîãî îñi ñïiâïàäàþòü ç îñÿìè
êîîðäèíàò, éîìó íàëåæèòü òî÷êà (3, 1, 1) òà ïëîùèíà x = y ïåðåòèíà¹ éîãî
ïî êîëó ðàäióñà 2.

Âiäïîâiäü:
x2

16
+

3y2

16
+
z2

4
= 1.

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íà òðèâiñíîìó åëiïñî¨äi
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (a > b > c)

iñíóþòü êðóãîâi ïåðåðiçè.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü Oy i óòâîðþ¹
êóò α ç âiññþ Ox. Íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè òàêî¨ ïëîùèíè ¹{

~e1 = {0, 1, 0},
~e2 = {cosα, 0, sinα}.

Âåêòîð ~e1 ïåðïåíäèêóëÿðíèé âåêòîðó ~e2, òîìó â ïëîùèíi (~e1, ~e2) âåêòîðè ~e1 i ~e2

óòâîðÿòü áàçèñ äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Íåõàé (u, v) � ïàðà-
ìåòðè öi¹¨ (âíóòðiøíüî¨) ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ôîðìóëè ïåðåõîäó äî çîâíiøíüî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò (x, y, z) îòðèìàþòü âèðàç

x = v cosα,
y = u,

z = v sinα.

Âíóòðiøí¹ ðiâíÿííÿ ëiíi¨ ïåðåòèíó ïëîùèíè ç åëiïñî¨äîì îòðèìà¹ìî ïiñëÿ
ïiäñòàíîâêè

v2 cos2 α

a2
+
u2

b2
+
v2 sin2 α

c2
= 1 ∼ u2

b2
+ v2(

cos2 α

a2
+

sin2 α

c2
) = 1.

Ó ïëîùèíi ïåðåðiçó ïàðàìåòðè u i v ¹ äåêàðòîâèìè ïðÿìîêóòíèìè êîîðäèíà-
òàìè. Òîìó äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ êóòà α îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ëiíi¨ ïåðåðiçó ¹
ðiâíÿííÿì åëiïñà. Ïîêàæåìî, ùî ñåðåä öèõ åëiïñiâ ¹ êîëî. Äëÿ öüîãî íàêëàäåìî
óìîâó

cos2 α

a2
+

sin2 α

c2
=

1

b2
∼ cos2 α

(
1

c2
− 1

a2

)
=

1

c2
− 1

b2
.

Çà óìîâîþ, a > b i òîìó
1

a
<

1

b
. À çíà÷èòü

1

c2
− 1

b2
<

1

c2
− 1

a2
. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî

cosα = ±

√
1
c2 −

1
b2

1
c2 −

1
a2

= ± a
b

√
b2 − c2

a2 − c2
.
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Âïðàâà 2.2. Ïëîùèíà 
x = v cosα− h sinα,
y = u,
z = v sinα + h cosα

çíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi |h| âiä ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü Oy. Ïî-
êàæiòü, ùî ïëîùèíà ÿêà ïàðàëåëüíà äî êðóãîâîãî ïåðåðiçó åëiïñî¨äà ïåðåðiçà¹
åëiïñî¨ä ïî êîëó ç âíóòðiøíiì ðiâíÿííÿì

u2 +

(
v ± h

√
(a2 − b2)(b2 − c2)

ac

)2

= b2

(
1− h2b2

a2c2

)
.

Ïðè çíà÷åííi h = ± ac
b

êðóãîâèé ïåðåðiç âèðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó, ùî íàçè-

âà¹òüñÿ îìáiëi÷íîþ òî÷êîþ åëiïñî¨äà, à ïëîùèíà ïåðåðiçó ñòà¹ äîòè÷íîþ äî
åëiïñî¨äà.

Âïðàâà 2.3. Çíàéäiòü êîîðäèíàòè îìáiëi÷íèõ òî÷îê òðèâiñíîãî åëiïñî¨äà.
Ïðîàíàëiçóéòå ¨õ ðîçòàøóâàííÿ â çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåííÿ ïiâîñåé.

2.2 Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Ðèñ. 2: Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êî-
îðäèíàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêóòíî¨
äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿ-
þòü ðiâíÿííþ

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 (a ≥ b > 0, c > 0),

íàçèâà¹òüñÿ îäíîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨-
äîì. Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì,
à âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹-
òüñÿ êàíîíi÷íîþ. Âåëè÷èíè a, b, c íàçèâà-
þòüñÿ ïiâîñÿìè îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåð-
áîëî¨äà.

Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä ìà¹ òðè ïëîùèíè ñèìåòði¨ (êîîðäèíàòíi
ïëîùèíè), òðè îñi ñèìåòði¨ (îñi êîîðäèíàò) i ¹äèíèé öåíòð ñèìåòði¨ (ïî-
÷àòîê êîîðäèíàò)

ßêùî a = b, òî ãiïåðáîëî¨ä

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1
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íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì îäíîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì îáåðòàííÿ (íàâêîëî
îñi Oz).

Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä îáåðòàííÿ ¹ ïîâåðõíåþ, ùî óòâîðåíà îáåðòà-
ííÿì ãiïåðáîëè

x2

a2
− z2

c2
= 1

íàâêîëî îñi Oz. Òðèâiñíèé îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä ¹ ðåçóëüòàòîì ñòèñêà-
ííÿ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà îáåðòàííÿ óçäîâæ îñi Oy ç êîåôiöi¹íòîì

k =
b

a
< 1. Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ïîäiáíèõ âëàñòèâîñòåé ó âèïàäêó

åëiïñî¨äà.
Ïåðåðiçè îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ïëîùèíàìè z = h ïðîåêòóþòüñÿ

íà ïëîùèíó xOy ó ñiìåéñòâî åëiïñiâ âèäó

x2

a2
+
y2

b2
= 1 +

h2

c2

ç ïiâîñÿìè

ã = a

√
1 +

h2

c2
≥ a, b̃ = b

√
1 +

h2

c2
≥ b.

Åëiïñ ç íàéìåíøèìè ïiâîñÿìè âiäïîâiäà¹ ïåðåðiçó ïëîùèíîþ z = 0, ëåæèòü ó
ïëîùèíi xOy i íàçèâà¹òüñÿ ãîðëîâèì åëiïñîì. Iç çðîñòàííÿì |h| ïiâîñi ïåðåðiçiâ
íåîáìåæåíî çðîñòàþòü.

Ïåðåðiçè îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ïëîùèíàìè y = h ïðîåêòóþòüñÿ
íà ïëîùèíó xOz â òàêèé ñïîñiá:

• ÿêùî |h| < b, òî â ïðîåêöi¨ îòðèìà¹ìî ñiìåéñòâî ãiïåðáîë

x2

a2
− z2

c2
= 1− h2

b2

ç ïiâîñÿìè

ã = a

√
1− h2

b2
, c̃ = c

√
1− h2

b2
;

• ÿêùî |h| = b, òî ïðîåêöiÿ ïåðåðiçó ìà¹ ðiâíÿííÿ

x2

a2
− z2

c2
= 0,

à çíà÷èòü ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïðÿìèõ

x

a
− z

c
= 0,

x

a
+
z

c
= 0;

• ÿêùî |h| > b, òî â ïðîåêöi¨ îòðèìà¹ìî ñiìåéñòâî ñïðÿæåíèõ ãiïåðáîë

−x
2

a2
+
z2

c2
=
h2

b2
− 1
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ç ïiâîñÿìè

ã = a

√
h2

b2
− 1, c̃ = c

√
h2

b2
− 1.

ïðîåêöi¨ îáîõ ñiìåéñòâ ïåðåðiçiâ ìàþòü àñèìïòîòàìè ïðîåêöi¨ ïåðåðiçiâ |h| = b,
òîáòî ïðÿìi

z = ± c

a
x.

Íà ïîâåðõíi îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ðîçòàøîâàíi 2 ñiìåéñòâà ïðÿìèõ,
ùî ëåæàòü ó ïëîùèíàõ y = ±b i ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ ãîðëîâîãî åëiïñó.
Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä ¹ 2-ëiíié÷àñòîþ ïîâåðõíåþ ç ãîðëîâèì åëiïñîì
ó ÿêîñòi íàïðÿìíî¨ êðèâî¨.

Âëàñòèâîñòi ïåðåðiçiâ x = h àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì ïåðåðiçiâ y = h.

2.3 Äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Ðèñ. 3: Äâîïîðæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäè-
íàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1 (a ≥ b > 0, c > 0),

íàçèâà¹òüñÿ äâîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì.
Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèìè, à

âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êà-
íîíi÷íîþ. Âåëè÷èíè a, b, c íàçèâàþòüñÿ ïiâ-
îñÿìè äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà. Òî÷êè
(0, 0,±c) íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè äâîïîðî-

æíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà.
Äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä ìà¹ òðè ïëîùèíè ñèìåòði¨ (êîîðäèíàòíi ïëî-

ùèíè), òðè îñi ñèìåòði¨ (îñi êîîðäèíàò) i ¹äèíèé öåíòð ñèìåòði¨ (ïî÷àòîê
êîîðäèíàò).

ßêùî a = b, òî ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì äâîïîðîæíèííèì ãiïåð-
áîëî¨äîì îáåðòàííÿ. Äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä îáåðòàííÿ ¹ ïîâåðõíåþ, ùî
óòâîðåíà îáåðòàííÿì ãiïåðáîëè

x2

a2
− z2

c2
= −1

íàâêîëî îñi Oz. Òðèâiñíèé äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä ¹ ðåçóëüòàòîì ñòèñêà-
ííÿ äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà îáåðòàííÿ óçäîâæ îñi Oy ç êîåôiöi¹íòîì

k =
b

a
< 1. Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ïîäiáíèõ âëàñòèâîñòåé ó âèïàäêó

åëiïñî¨äà.
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Ïåðåðiçè äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ïëîùèíàìè z = h ïðîåêòóþòüñÿ íà
ïëîùèíó xOy ó ñiìåéñòâî åëiïñiâ

x2

a2
+
y2

b2
=
h2

c2
− 1.

• ßêùî |h| < c, òî ïåðåðiçîì ¹ óÿâíèé åëiïñ i çíà÷èòü ïëîùèíà z = h íå ìà¹
ñïiëüíèõ òî÷îê iç äâîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì;

• ßêùî |h| = c, òî ïåðåðiçè âèðîäæóþòüñÿ â òî÷êè (0, 0,±c) � âåðøèíè
ãiïåðáîëî¨äà;

• ßêùî |h| > c, òî ïåðåðiçè ó ñiìåéñòâî äiéñíèõ åëiïñiâ ç ïiâîñÿìè

ã = a

√
h2

c2
− 1, b̃ = b

√
h2

c2
− 1.

Iç çðîñòàííÿì h ïiâîñi ïåðåðiçiâ íåîáìåæåíî çðîñòàþòü.

Ïåðåðiçè äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ïëîùèíàìè y = h ïðîåêòóþòüñÿ íà
ïëîùèíó xOz ó ñiìåéñòâî ãiïåðáîë

−x
2

a2
+
z2

c2
= 1 +

h2

b2

ç ïiâîñÿìè

ã = a

√
1 +

h2

b2
, c̃ = c

√
1 +

h2

b2
.

Iç çðîñòàííÿì |h| ïiâîñi ãiïåðáîë íåîáìåæåíî çðîñòàþòü. Ïðÿìi

z = ± c

a
x

¹ àñèìïòîòàìè ïðîåêöié ïåðåðiçiâ.
Âëàñòèâîñòi ïåðåðiçiâ äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ïëîùèíàìè x = h àíà-

ëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì ïåðåðiçiâ ïëîùèíàìè y = h.

Âïðàâà 2.4. Çíàéäiòü êðóãîâi ïåðåðiçè äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà é îì-
áiëi÷íi òî÷êè íà íüîìó. Ïðîàíàëiçóéòå ¨õ ðîçòàøóâàííÿ â çàëåæíîñòi âiä
ñïiââiäíîøåííÿ ïiâîñåé.

2.4 Êîíóñè

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäèíàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêó-
òíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0 (a ≥ b > 0, c > 0),

íàçèâà¹òüñÿ êîíóñîì äðóãîãî ïîðÿäêó. Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì
ðiâíÿííÿì êîíóñà, à âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ.
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Ðèñ. 4: Êîíóñ

Ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0

âèçíà÷à¹ îäíó òî÷êó � ïî÷àòîê êîîð-
äèíàò, àëå çà àíàëîãi¹þ ç êîíóñîì ãî-
âîðÿòü, ùî öå ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ óÿâ-
íèé êîíóñ ç âåðøèíîþ â äiéñíié òî÷öi
(0, 0, 0).

Âåëè÷èíè a, b, c íàçèâàþòüñÿ ïiâîñÿ-
ìè êîíóñà, à òî÷êà (0, 0, 0) � âåðøèíîþ
êîíóñà (ÿê äiéñíîãî, òàê i óÿâíîãî).

ßêùî a = b, òî êîíóñ

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 0

íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì êîíóñîì îáåðòàííÿ.

Êîíóñ îáåðòàííÿ ¹ ïîâåðõíåþ, ùî óòâîðåíà îáåðòàííÿì ïðÿìî¨

x

a
− z

c
= 0

íàâêîëî îñi Oz. Äiéñíî, çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó (2), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ√
x2 + y2

a
=
z

c
.

Ïiñëÿ ïiäíåñåííÿ äî êâàäðàòó îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ êîíóñà îáåðòàííÿ.

Çàãàëüíèé êîíóñ óòâîðþ¹òüñÿ ç êîíóñà îáåðòàííÿ ñòèñêàííÿì óçäîâæ îñi Oy

ç êîåôiöi¹íòîì k =
b

a
.

Êîíóñ (ÿê äiéñíèé, òàê i óÿâíèé) ìà¹ òðè ïëîùèíè ñèìåòði¨ (êîîðäèíàòíi
ïëîùèíè), òðè îñi ñèìåòði¨ (îñi êîîðäèíàò) i ¹äèíèé öåíòð ñèìåòði¨ (ïî÷à-
òîê êîîðäèíàò, òîáòî, âåðøèíó).

Ïåðåðiçè êîíóñà ïëîùèíàìè z = h ïðîåêòóþòüñÿ íà ïëîùèíó xOy ó ñiìåé-
ñòâî åëiïñiâ

x2

a2
+
y2

b2
=
h2

c2

ç ïiâîñÿìè

ã =
a

c
|h|, b̃ =

b

c
|h|.

ßêùî h = 0, òî ïåðåðiç âèðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó (0, 0, 0) � âåðøèíó êîíóñó.
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Ïåðåðiçè êîíóñà ïëîùèíàìè y = h ïðîåêòóþòüñÿ íà ïëîùèíó xOz ó ñiìåé-
ñòâî ãiïåðáîë

−x
2

a2
+
z2

c2
= −h

2

b2

ç ïiâîñÿìè

ã = a
|h|
b
, c̃ = c

|h|
b
,

ÿêùî h 6= 0, i â ïàðó ïðÿìèõ

x2

a2
− z2

c2
= 0 ∼ x

a
− z

c
= 0,

x

a
+
z

c
= 0,

ÿêùî h = 0.
Âëàñòèâîñòi ïåðåðiçiâ ïëîùèíàìè x = h àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì ïåðåðiçiâ

y = h.

Ïðèêëàä 2.2. Íàïèøiòü ðiâíÿííÿ êîíóñà, ÿêùî âií ìà¹ âåðøèíó â òî÷öi
(3, 4, 6), éîãî oñi ñèìåòði¨ ïàðàëåëüíi îñÿì êîîðäèíàò i âií ïåðåòèíà¹ ïëîùè-
íó xOy ïî åëiïñó, îñi ÿêîãî ïàðàëåëüíi îñÿì Ox òà Oy, ïðè÷îìó åëiïñ äîòè-
êà¹òüñÿ êîîðäèíàòíèõ îñåé.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèõîäÿ÷è ç óìîâ íà îñi ñèìåòði¨, âåðøèíó êîíóñà, à òàêîæ ïåðå-
ðiç ïëîùèíîþ xOy, ìà¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ êîíóñà

(x− 3)2

a2
+

(y − 4)2

b2
− (z − 6)2

c2
= 0.

Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëà a2, b2, c2 âèçíà÷àþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïiëüíîãî ìíîæíèêà,
òîæ ùîá îòðèìàòè ó ïåðåðiçi ïëîùèíîþ xOy êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà, âiçüìå-

ìî c = 6. Òîáòî ðiâíÿííÿ ïåðåðiçà
(x− 3)2

a2
+

(y − 4)2

b2
− (0− 6)2

36
= 0. Îñêiëüêè

åëiïñ äîòèêà¹òüñÿ êîîðäèíàòíèõ îñåé, òî éîãî ðiâíÿííÿ
(x− 3)2

9
+

(y − 4)2

16
= 1.

Îòæå, a2 = 9, b2 = 16 i ðiâíÿííÿ êîíóñà

(x− 3)2

9
+

(y − 4)2

16
− (z − 6)2

36
= 0.

Äèâiòüñÿ òàêîæ ïðèêëàä 1.1 i ïðèêëàä 1.4.

Âïðàâà 2.5. Íàïèøiòü ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi ç íàïðÿì-
íîþ êðèâîþ y2 = 2x, z = 1 òà âåðøèíîþ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïåðåâiðòå,
ùî öå êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó. ßêå áóäå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi, ÿêùî çðîáèòè

îáåðòàííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò íà êóò
π

4
çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ íàâêîëî

îñi Oy?

Âiäïîâiäü: 2y2 − xz = 0, 1
2x̃

2 + 2ỹ2 − 1
2 z̃

2 = 0.
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2.5 Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä

Ðèñ. 5: Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäè-
íàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

x2

p
+
y2

q
= 2z (p ≥ q > 0),

íàçèâà¹òüñÿ åëiïòè÷íèì ïàðàáîëî¨äîì.
Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿ-

ííÿì åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà, à âiäïîâiäíà ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ. Âå-
ëè÷èíè p, q íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè, òî÷êà
(0, 0, 0) � âåðøèíîþ åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà.

Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä ìà¹ äâi ïëîùèíè
ñèìåòði¨ (êîîðäèíàòíi ïëîùèíè xOz i yOz),

îäíó âiñü ñèìåòði¨ (âiñü Oz) i íå ìà¹ æîäíîãî öåíòðà ñèìåòði¨.
ßêùî p = q, òî ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì åëiïòè÷íèì ïàðàáîëî¨äîì

îáåðòàííÿ. Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä îáåðòàííÿ óòâîðþ¹òüñÿ îáåðòàííÿì ïàðàáî-
ëè

x2

2p
= z

íàâêîëî îñi Oz. Çàãàëüíèé åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä óòâîðþ¹òüñÿ ñòèñêàííÿì åëi-

ïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà îáåðòàííÿ óçäîâæ îñi Oy ç êîåôiöi¹íòîì k =
√

q
p .

Îäíî÷àñíî, åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä ¹ ïîâåðõíåþ ïåðåíåñåííÿ, ùî óòâîðåíà
ïàðàáîëàìè

z =
x2

2p
òà z =

y2

2q
.

Ïåðåðiçè åëiïòè÷íîãî ãiïåðáîëî¨äà ïëîùèíàìè z = h > 0 ïðîåêòóþòüñÿ íà
ïëîùèíó xOy ó ñiìåéñòâî åëiïñiâ âèäó

x2

2p
+
y2

2q
= h

ç ïiâîñÿìè ã =
√

2ph, b̃ =
√

2qh. Ïåðåðiç h = 0 âèðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó ç
êîîðäèíàòàìè (0, 0, 0) � âåðøèíó åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà. ßêùî h < 0, òî
ïëîùèíà z = h íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç ïîâåðõíåþ åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà.

Ïåðåðiçè åëiïòè÷íîãî ãiïåðáîëî¨äà ïëîùèíàìè y = h ïðîåêòóþòüñÿ íà ïëî-
ùèíó xOz ó ñiìåéñòâî êîíãðóåíòíèõ ïàðàáîë

x2

2p
+
h2

2q
= z.

Âëàñòèâîñòi ïåðåðiçiâ x = h àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì ïåðåðiçiâ y = h.
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Ïðèêëàä 2.3. Íàïèøiòü ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêùî ïëîùèíà
xOy ïåðåòèíà¹ ¨¨ ïî êîëó x2 + y2 − 4x − 8y − 16 = 0, à ïëîùèíè xOz òà
yOz ïî ïàðàáîëàì, îñi ÿêèõ ïàðàëåëüíi äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñi Oz, ïðè÷îìó
ïàðàìåòð ïàðàáîëè, ùî ëåæèòü â ïëîùèíi xOz äîðiâíþ¹ 3.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðøèé ñïîñiá. Âèõîäÿ÷è ç âèäó ïåðåðiçiâ êîîðäèíàòíèìè ïëî-
ùèíàìè, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äàíà ïîâåðõíÿ ¹ ïàðàáîëî¨äîì îáåðòàííÿ ç âiññþ
ñèìåòði¨ ïàðàëåëüíîþ Oz. Âèäiëèìî ïîâíi êâàäðàòè òà îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ êî-
ëà (x−2)2 +(y−4)2 = 36. Âiñü ïàðàáîëî¨äà � ïðÿìà x = 2, y = 4, z = t, âåðøèíà
çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi (2, 4, z0), òîáòî éîãî ðiâíÿííÿ

(x− 2)2

p
+

(y − 4)2

p
= 2(z − z0).

p = 3 � öå ôîêàëüíèé ïàðàìåòð ïàðàáîëè, ùî ëåæèòü â ïëîùèíi xOz. Çíàéäåìî
ïåðåòèí ïàðàáîëî¨äà ïëîùèíîþ xOy, îòðèìà¹ìî −2 · 3 · z0 = 36. Îòæå, z0 = −6
i ðiâíÿííÿ ïàðàáîëî¨äà îáåðòàííÿ

(x− 2)2

3
+

(y − 4)2

3
= 2(z + 6).

Äðóãèé ñïîñiá. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì (1) ïîâåðõíi äðóãîãî ïî-
ðÿäêó. Âèõîäÿ÷è ç ðiâíÿííÿ ïåðåðiçó ïëîùèíîþ xOy, çíàéäåìî ïåâíi êîåôiöi-
¹íòè:

x2 + y2 + a33z
2 + 2a13xz + 2a23yz − 4x− 8y + 2b3z − 16 = 0.

Îñêiëüêè ïðè ïåðåòèíi ïëîùèíîþ y = 0 ìè îòðèìó¹ìî ïàðàáîëó ç âiññþ ïà-
ðàëåëüíîþ äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñi Oz òà ïàðàìåòðîì 3, òî a33 = 0, a13 = 0,
b3 = −3. Äàëi, ç âèãëÿäó ïåðåðiçó ïëîùèíîþ x = 0 ìè îòðèìó¹ìî a23 = 0. Îòæå,
ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó

x2 + y2 − 4x− 8y − 6z − 16 = 0,

ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì ïàðàáîëî¨äà îáåðòàííÿ.

2.6 Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäèíàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêó-
òíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

x2

p
− y2

q
= 2z (p, q > 0),

íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì. Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì
ðiâíÿííÿì ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà, à âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçè-
âà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ. Âåëè÷èíè p, q íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè ãiïåðáîëi÷íîãî
ïàðàáîëî¨äà.
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Ðèñ. 6: Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä

Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä ìà¹ äâi
ïëîùèíè ñèìåòði¨ (êîîðäèíàòíi ïëî-
ùèíè xOz i Oyz), îäíó âiñü ñèìåòði¨
(âiñü Oz) i íå ìà¹ æîäíîãî öåíòðà ñè-
ìåòði¨.

Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä ¹ ïîâåðõ-
íåþ ïåðåíåñåííÿ, ùî óòâîðåíà ïàðàáî-
ëàìè

z =
x2

2p
òà z = −y

2

2q
.

Ïåðåðiçè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ïëîùèíàìè z = h ïðîåêòóþòüñÿ íà ïëî-
ùèíó xOy

• ïðè h > 0 ó ñiìåéñòâî ãiïåðáîë

x2

2p
− y2

2q
= h

ç ïiâîñÿìè
ã =

√
2ph, b̃ =

√
2qh;

• ïðè h = 0 ó ïàðó ïðÿìèõ
x2

2p
− y2

2q
= 0;

• ïðè h < 0 ó ñiìåéñòâî ãiïåðáîë

−x
2

2p
+
y2

2q
= −h

ç ïiâîñÿìè
ã =

√
−2ph, b̃ =

√
−2qh.

Ïåðåðiçè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ïëîùèíàìè y = h ïðîåêòóþòüñÿ íà ïëî-

ùèíó xOz ó ñiìåéñòâî êîíãðóåíòíèõ ïàðàáîë
x2

2p
− h2

2q
= z.

Ïåðåðiçè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ïëîùèíàìè x = h ïðîåêòóþòüñÿ íà ïëî-

ùèíó xOz ó ñiìåéñòâî êîíãðóåíòíèõ ïàðàáîë
h2

2p
− y2

2q
= z.

2.7 Öèëiíäðè

ßêùî â ÿêîñòi íàïðÿìíî¨ êðèâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi îáðàòè áóäü-ÿêó ç 9
êðèâèõ 2-ãî ïîðÿäêó, à òâiðíi ñïðÿìóâàòè ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè, ó ÿêié
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öÿ êðèâà ëåæèòü, òî òàêà öèëiíäðè÷íà ïîâåðõíÿ áóäå çàäàâàòèñÿ ìíîãî÷ëå-
íîì 2-ãî ïîðÿäêó, à çíà÷èòü áóäå ïîâåðõíåþ 2-ãî ïîðÿäêó. Ñïðÿìó¹ìî âiñü Oz
äåêàðòîâîé ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ïàðàëåëüíî òâiðíèì öèëiíäðè÷íî¨
ïîâåðõíi, à îñi Ox i Oy ïîâ'ÿæåìî ç îñÿìè êàíîíi÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò äëÿ
âiäïîâiäíî¨ êðèâî¨. Ïðè òàêîìó âèáîði êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi
íå áóäå ìiñòèòè êîîðäèíàòè z i ðiâíÿííÿ öèëiíäðà áóäå çáiãàòèñÿ ç ðiâíÿííÿì
îäíîãî ç 9 òèïiâ ðiâíÿíü êðèâèõ 2-ãî ïîðÿäêó.

Ðîçðiçíÿþòüñÿ íåâèðîäæåíi i âèðîäæåíi öèëiíäðè 2-ãî ïîðÿäêó. Âèðîäæåíi
öèëiíäðè � öå öèëiíäðè, ùî ðîçïàäàþòüñÿ íà ïàðè ïëîùèí. Çà òèïîì íàïðÿìíî¨
êðèâî¨ ðîçðiçíÿþòüñÿ i òèïè íåâèðîäæåíèõ öèëiíäðiâ.
Åëiïòè÷íèé öèëiíäð.

Ðèñ. 7: Åëiïòè÷íèé öèëiíäð

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäè-
íàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a ≥ b > 0),

íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèì åëiïòè÷íèì öèëiíäðîì, à
ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
= −1, a ≥ b > 0

âèçíà÷à¹ óÿâíèé åëiïòè÷íèé öèëiíäð. Ó äié-
ñíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði óÿâíèé öèëiíäð ¹ ïóñòîþ ìíîæèíîþ ∅. Âåëè÷èíè
a, b íàçèâàþòüñÿ ïiâîñÿìè åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà (ÿê äiéñíîãî, òàê i óÿâíîãî).

Åëiïòè÷íèé öèëiíäð ìà¹ äâi ôiêñîâàíi ïëîùèíè ñèìåòði¨ (ïëîùèíè xOz i
Oyz) i ñiìåéñòâî ïëîùèí ñèìåòði¨, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ òâiðíèì; îäíó ôiêñî-
âàíó âiñü ñèìåòði¨ (âiñü Oz) i ñiìåéñòâî îñåé ñèìåòði¨, ïàðàëåëüíèõ äî îñåé
Ox i Oy; ëiíiþ öåíòðiâ ñèìåòði¨ � âiñü Oz.
Ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäð.

Ðèñ. 8: Ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäð

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäè-
íàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

x2

a2
− y2

b2
= 1 (a, b > 0),

íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íèì öèëiíäðîì.
Ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäð ìà¹ äâi ôiêñîâàíi

ïëîùèíè ñèìåòði¨ (ïëîùèíè xOz i Oyz) i ñi-
ìåéñòâî ïëîùèí ñèìåòði¨, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ
òâiðíèì; îäíó ôiêñîâàíó âiñü ñèìåòði¨ (âiñü
Oz) i ñiìåéñòâî îñåé ñèìåòði¨, ïàðàëåëüíèõ

äî îñåé Ox i Oy; ëiíiþ öåíòðiâ ñèìåòði¨ � âiñü Oz.
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Ïàðàáîëi÷íèé öèëiíäð.

Ðèñ. 9: Ïàðàáîëi÷íèé öèëiíäð

Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäèíàòè
ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè
êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

y2 = 2p z (p > 0),

íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íèì öèëiíäðîì.
Ïàðàáîëi÷íèé öèëiíäð ìà¹ îäíó ôiêñîâàíó ïëî-

ùèíó ñèìåòði¨ (ïëîùèíó xOz) i ñiìåéñòâî ïëî-
ùèí ñèìåòði¨, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíi òâiðíèì; ìà¹
ñiìåéñòâî îñåé ñèìåòði¨, ùî ïàðàëåëüíi äî îñi Ox;
íå ìà¹ æîäíîãî öåíòðà ñèìåòði¨.

Åëiïòè÷íèé, ãiïåðáîëi÷íèé i ïàðàáîëi÷íèé öè-
ëiíäðè � öå íåâèðîäæåíi öèëiíäðè äðóãîãî ïîðÿä-
êó.

Öèëiíäðè, ïîáóäîâàíi íàä ïàðàìè ïðÿìèõ, óòâîðþþòü ïàðè ïëîùèí i ñêëàäà-
þòü êëàñ ïîâåðõîíü äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî ðîçïàäàþòüñÿ. Öåé êëàñ âèçíà÷à¹òüñÿ
ãåîìåòðè÷íèì ìiñöåì òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäèíàòè ÿêèõ ùîäî äåÿêî¨ ïðÿìîêó-
òíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ êðèâî¨ äðóãîãî ïî-
ðÿäêó, ùî ðîçïàäà¹òüñÿ. Âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ i ñèñòåìè êîîðäèíàò íàçèâàþòüñÿ
êàíîíi÷íèìè. Îïèøåìî âñi ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî ðîçïàäàþòüñÿ.

• Ïàðà äiéñíèõ ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié (îñi Oz)

x2

a2
− y2

b2
= 0 (a, b > 0).

Ïîâåðõíÿ ìà¹ äâi ôiêñîâàíi ïëîùèíè ñèìåòði¨ (ïëîùèíè xOz òà yOz) i
ñiìåéñòâî ïëîùèí ñèìåòði¨, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíi îñi Oz; îäíó ôiêñîâàíó
âiñü ñèìåòði¨ (âiñü Oz) i ñiìåéñòâî îñåé ñèìåòði¨, ïàðàëåëüíèõ äî îñåé Ox i
Oy; áåçëi÷ öåíòðiâ ñèìåòði¨, ùî ðîçòàøîâàíi íà îñi Oz.

• Ïàðà óÿâíèõ ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî äiéñíié ïðÿìié (îñi
Oz)

x2

a2
+
y2

b2
= 0 (a, b > 0).

Ïîâåðõíÿ ìà¹ äâi ôiêñîâàíi ïëîùèíè ñèìåòði¨ (ïëîùèíè xOz òà yOz) i
ñiìåéñòâî ïëîùèí ñèìåòði¨, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíi îñi Oz; îäíó ôiêñîâàíó
âiñü ñèìåòði¨ (âiñü Oz) i ñiìåéñòâî îñåé ñèìåòði¨, ïàðàëåëüíèõ äî îñåé Ox i
Oy; áåçëi÷ öåíòðiâ ñèìåòði¨, ùî ðîçòàøîâàíi íà îñi Oz.

• Ïàðà äiéñíèõ ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí

y2 = b2 (b > 0).
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Ïîâåðõíÿ ìà¹ îäíó ôiêñîâàíó ïëîùèíó ñèìåòði¨ (ïëîùèíà xOz) i áåçëi÷
ïëîùèí ñèìåòði¨, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíi ïëîùèíi xOz; áåçëi÷ îñåé ñèìåòði¨
(ïðÿìi, ùî ïàðàëåëüíi îñi Oy òà ïðÿìi, ùî ëåæàòü ó ïëîùèíi xOz); áåçëi÷
öåíòðiâ ñèìåòði¨, ðîçòàøîâàíèõ ó ïëîùèíi xOz.

• Ïàðà óÿâíèõ ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí

y2 = −b2 (b > 0).

Ïîâåðõíÿ ìà¹ îäíó ôiêñîâàíó ïëîùèíó ñèìåòði¨ (ïëîùèíà xOz) i áåçëi÷
ïëîùèí ñèìåòði¨, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíi ïëîùèíi xOz; áåçëi÷ îñåé ñèìåòði¨
(ïðÿìi, ùî ïàðàëåëüíi îñi Oy òà ïðÿìi, ùî ëåæàòü ó ïëîùèíi xOz); áåçëi÷
öåíòðiâ ñèìåòði¨, ðîçòàøîâàíèõ ó ïëîùèíi xOz.

• Ïàðà ïëîùèí, ùî çáiãàþòüñÿ

y2 = 0.

Ïîâåðõíÿ ìà¹ îäíó ôiêñîâàíó ïëîùèíó ñèìåòði¨ (ïëîùèíà xOz) i áåçëi÷
ïëîùèí ñèìåòði¨, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíi ïëîùèíi xOz; áåçëi÷ îñåé ñèìåòði¨
(ïðÿìi, ùî ïàðàëåëüíi îñi Oy òà ïðÿìi, ùî ëåæàòü ó ïëîùèíi xOz); áåçëi÷
öåíòðiâ ñèìåòði¨, ðîçòàøîâàíèõ ó ïëîùèíi xOz.

Âïðàâà 2.6. Íàïèøiòü ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà ç íàïðÿìíèì êîëîì
x2+y2 = 1, z = 0 òà òâiðíèìè, ÿêi óòâîðþþòü ðiâíi êóòè ç îñÿìè êîîðäèíàò.
Çíàéäiòü ïiâîñi åëiïñà, ÿêié ëåæèòü ó ïëîùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié äî òâiðíèõ
öèëiíäðà.

Âiäïîâiäü: x2 + y2 + 2z2 − 2xz − 2yz − 1; a = 1, b =
1√
3
.

Ñóòíiñòü êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèáîðîì âiäïîâiäíî¨
äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ðiâíÿííÿ áóäü-ÿêî¨ ïîâåðõíi 2-ãî
ïîðÿäêó ìîæå áóòè çâåäåíå äî îäíîãî ç ïåðåëi÷åíèõ âèùå 17 òèïiâ ðiâíÿíü 2-
ãî ïîðÿäêó. Òèì ñàìèì, áóäü-ÿêà ïîâåðõíÿ 2-ãî ïîðÿäêó ¹ îäíi¹þ ç ïåðåëi÷åíèõ
17 òèïiâ ïîâåðõîíü.

3 Äîòè÷íà ïëîùèíà

Äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ äî ïîâåðõíi S â òî÷öi M0 ∈ S íàçèâà¹òüñÿ ïëîùèíà,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0 i ìiñòèòü äîòè÷íi âåêòîðè äî âñiõ ðåãóëÿðíèõ
êðèâèõ1, ÿêi ëåæàòü íà ïîâåðõíi i ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êóM0. ßêùî ëiíiÿ ïîäàíà
â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi, à ñàìå ÿê ñèñòåìà ãëàäêèõ ôóíêöié x = x(t), y =
y(t), z = z(t), òî ¨¨ äîòè÷íèé âåêòîð ìà¹ êîîðäèíàòè {x′(t), y′(t), z′(t)}.

1Êðèâà, àáî ëiíiÿ, íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî â êîæíié ¨¨ òî÷öi iñíó¹ äîòè÷íà
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Íåõàé ëiíiÿ x = x(t), y = y(t), z = z(t) ëåæèòü íà ïîâåðõíi åëiïñî¨äà
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà t ìà¹ ìiñöå

òîòîæíiñòü

f(t) =
x2(t)

a2
+
y2(t)

b2
+
z2(t)

c2
− 1 ≡ 0. (4)

ßê íàñëiäîê, f ′(t) ≡ 0 òàêîæ. Çà ïðàâèëàìè äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóí-
êöi¨

1

2
f ′(t) =

x(t)x′(t)

a2
+
y(t)y′(t)

b2
+
z(t)z′(t)

c2
≡ 0.

Òàêèì ÷èíîì, â êîæíié òî÷öi ëiíi¨, ùî ëåæèòü íà åëiïñî¨äi, âåêòîð

~n(t) =
{x(t)

a2
,
y(t)

b2
,
z(t)

c2

}
ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ¨¨ äîòè÷íîãî âåêòîðó.

ßêùî äâi ëiíi¨ ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0) íà åëiïñî¨äi, òî âåêòîð

~n =
{x0

a2
,
y0

b2
,
z0

c2

}
ïåðïåíäèêóëÿðíèé â öié òî÷öi äî äîòè÷íèõ âåêòîðiâ îáîõ ëiíié. Ç îãëÿäó íà òå,
ùî ëiíi¨ ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè2, âåêòîð

~n =
{x0

a2
,
y0

b2
,
z0

c2

}
ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî äîòè÷íîãî âåêòîðó áóäü-ÿêî¨ ðåãóëÿðíî¨ êðèâî¨, ùî ëå-
æèòü íà åëiïñî¨äi i ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0). Öå îçíà÷à¹, ùî âñi òàêi
âåêòîðè ëåæàòü ó ïëîùèíi ç âåêòîðîì íîðìàëi ~n. Ç îçíà÷åííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè
ïîâåðõíi âèïëèâà¹, ùî ïëîùèíà

x0

a2
(x− x0) +

y0

b2
(y − y0) +

z0

c2
(z − z0) = 0

¹ äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ äî åëiïñî¨äà â òî÷öi (x0, y0, z0) íà åëiïñî¨äi. Ç îãëÿäó íà

òå ùî
x2

0

a2
+
y2

0

b2
+
z2

0

c2
= 1, ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî åëiïñî¨äà ìîæå áóòè

ñïðîùåíå äî
xx0

a2
+
yy0

b2
+
zz0

c2
= 1.

Â àíàëîãi÷íèé ñïîñiá âèâîäÿòüñÿ ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî âñiõ iíøèõ ïî-
âåðõîíü äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî íå ðîçïàäàþòüñÿ â ïàðè ïëîùèí.3 Ðiâíÿííÿ ïî-
âåðõîíü òà ¨õ äîòè÷íèõ ïëîùèí ïîäàìî â òàáëèöi.

2àëå òàêi, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0)
3Ó âèïàäêó ðîçïàäíèõ ïîâåðõîíü äîòè÷íà ïëîùèíà çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíîþ ïëîùèíîþ
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Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

xx0

a2
+
yy0

b2
+
zz0

c2
= 1

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

xx0

a2
+
yy0

b2
− zz0

c2
= 1

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1

xx0

a2
+
yy0

b2
− zz0

c2
= −1

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0

xx0

a2
+
yy0

b2
− zz0

c2
= 0 (x0, y0, z0) 6= (0, 0, 0)

x2

p
+
y2

q
= 2z

xx0

p
+
yy0

q
= z + z0

x2

p
− y2

q
= 2z

xx0

p
− yy0

q
= z + z0

y2 = 2px yy0 = p(x+ x0)

x2

a2
+
y2

b2
= 1

xx0

a2
+
yy0

b2
= 1

x2

a2
− y2

b2
= 1

xx0

a2
− yy0

b2
= 1

Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ ùîäî äîòè÷íî¨ ïëîùèíè ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó ìà-
þòü ïðèðîäíå óçàãàëüíåííÿ. Íåõàé ïîâåðõíÿ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Φ(x, y, z) = 0.
ßêùî ëiíiÿ x = x(t), y = y(t), z = z(t) ëåæèòü íà ïîâåðõíi, òî ¨¨ êîîðäèíàòè
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ Φ(x(t), y(t), z(t)) = 0 äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà t.
ßêùî ïîçíà÷èòè f(t) = Φ(x(t), y(t), z(t)), òî ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

f(t) = Φ(x(t), y(t), z(t)) ≡ 0. (5)

Â òàêîìó ðàçi f ′(t) ≡ 0 òàêîæ. Çà ïðàâèëàìè äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóí-
êöi¨

f ′ = Φ′x(x(t), y(t), z(t))x′ + Φ′y(x(t), y(t), z(t)) y′ + Φ′z(x(t), y(t), z(t)) z′ ≡ 0, (6)

äå ñèìâîëàìè Φ′x, Φ
′
y òà Φ′z ïîçíà÷åíi òàê çâàíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöi¨ Φ(x, y, z).

×àñòèííà ïîõiäíà, ñêàæiìî çà çìiííîþ x, îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê ïîõiäíà âiä ôóíêöi¨
Φ(x, y, z) ÿê ôóíêöi¨ ëèøå çìiííî¨ x ó ïðèïóùåííi, ùî çìiííi y òà z ïðè îá÷è-
ñëåííi ¹ ñòàëèìè âåëè÷èíàìè. Íàïðèêëàä, (x2 + y2 + z2)′x = 2x.

Äëÿ ôóíêöi¨ Φ(x, y, z) âåêòîð grad(Φ) = {Φ′x,Φ′y,Φ′z} íàçèâà¹òüñÿ ãðàäi¹í-
òîì ôóíêöi¨ Φ(x, y, z). Iç òîòîæíîñòi (6) âèïëèâà¹, ùî âåêòîð grad(Φ) ¹ âå-
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êòîðîì íîðìàëi äî äîòè÷íî¨ ïëîùèíè (ÿêùî iñíó¹) â êîæíié òî÷öi ïîâåðõíi
Φ(x, y, z) = 0.

Îòæå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè íåÿâíî çàäàíî¨ ïî-
âåðõíi Φ(x, y, z) = 0 â òî÷öi (x0, y0, z0), ùî íàëåæèòü ïîâåðõíi4, çàïèøåòüñÿ ó
âèãëÿäi

Φ′x(x0, y0, z0)(x− x0) + Φ′y(x0, y0, z0)(y − y0) + Φ′z(x0, y0, z0)(z − x0) = 0. (7)

Âïðàâà 3.1. Âèâåäiòü ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè êàíîíi÷íèõ ïîâåðõîíü äðó-
ãîãî ïîðÿäêó ç ðiâíÿííÿ (7).

Ïðèêëàä 3.1. ×åðåç ïðÿìó y = 0, z = 1 ïðîâåäiòü ïëîùèíè, äîòè÷íi äî
äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà

x2

16
+
y2

8
− z2

9
= −1,

òà âèçíà÷òå òî÷êè äîòèêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïëîùèíè, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïðÿìó, óòâîðþþòü æìóòîê ïëî-
ùèí. Çàïèøåìî éîãî ðiâíÿííÿ: αy + βz = β. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëî-
ùèíè äî äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà â íåâiäîìié òî÷öi (x0, y0, z0), ÿêà íàëå-
æèòü ïîâåðõíi:

xx0

16
+
yy0

8
− zz0

9
= −1.

Ïîòðiáíî çíàéòè òàêó òî÷êó íà ïîâåðõíi, â ÿêié äîòè÷íà ïëîùèíà íàëåæèòü
æìóòêó ïëîùèí αy + βz = β, òîáòî:

x0

16
= 0,

y0

8
= α, −z0

9
= β, −1 = β

x0 = 0, y0 = 8α, z0 = 9.

Îñêiëüêè òî÷êà íàëåæèòü ïîâåðõíi, òî

64α2

8
− 92

9
= −1, 8α2 = 8, α = ±1.

Îòæå äîòè÷íi ïëîùèíè ìàþòü ðiâíÿííÿ

y − z = −1 òà y + z = 1,

âiäïîâiäíi òî÷êè äîòèêó (0, 8, 9) òà (0,−8, 9).

4òîáòî Φ(x0, y0, z0) = 0
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Âïðàâà 3.2. Äëÿ òîãî, ùîá ïëîùèíà Ax + By + Cz + D = 0 áóëà äîòè÷íîþ
äî êàíîíi÷íî¨ ïîâåðõíi 2 ïîðÿäêó â äåÿêié íåîñîáëèâié òî÷öi íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ óìîâ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, a2A2 + b2B2 + c2C2 = D2;

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1, a2A2 + b2B2 − c2C2 = D2, D 6= 0;

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1, a2A2 + b2B2 + c2C2 = −D2, D 6= 0;

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0, a2A2 + b2B2 − c2C2 = 0, C 6= 0, D = 0;

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a2A2 + b2B2 = D2, C = 0;

x2

a2
− y2

b2
= 1, a2A2 − b2B2 = D2, C = 0, D 6= 0;

y2 = 2px, pB2 = 2AD,C = 0;

x2

p
+
y2

q
= 2z, pA2 + qB2 = 2CD;

x2

p
− y2

q
= 2z, pA2 − qB2 = 2CD,C 6= 0.

Ïiäêàçêà. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó äëÿ âèïàäêó åëiïñî¨äà. Íåîáõiäíiñòü. Ðiâíÿ-
ííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî åëiïñî¨äà

x0x

a2
+
y0y

b2
+
z0z

c2
= 1

ìà¹ çáiãàòèñÿ ç ðiâíÿííÿì ïëîùèíè Ax + By + Cz + D = 0, ùî ìà¹ ìiñöå çà
óìîâè âèêîíàííÿ ïðîïîðöié

x0

a2A
=

y0

b2B
=

z0

c2C
=
−1

D
.

Â òàêîìó ðàçi

x0 = −a
2A

D
, y0 = −b

2B

D
, z0 = −c

2C

D
.

Àëå òî÷êà (x0, y0, z0) ëåæèòü íà åëiïñî¨äi. Çíà÷èòü

a2A2

D2
+
b2B2

D2
+
c2C2

D2
= 1 ∼ a2A2 + b2B2 + c2C2 = D2.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé a2A2 + b2B2 + c2C2 = D2. Î÷åâèäíî, ùî D 6= 0. Òîäi

a2A2

D2
+
b2B2

D2
+
c2C2

D2
= 1
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i òî÷êà

x0 = −a
2A

D
, y0 = −b

2B

D
, z0 = −c

2C

D
ëåæàòü íà åëiïñî¨äi. Äîòè÷íà ïëîùèíà â öié òî÷öi çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíîþ.

Ïðèêëàä 3.2. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi m ïëîùèíà x−2y−2z+m = 0 ¹ äîòè÷íîþ

äî åëiïñî¨äà
x2

144
+
y2

36
+
z2

9
= 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòîì âïðàâè 3.2:

144(1)2 + 36(−2)2 + 9(−2)2 = m2 ∼ m2 = 324 ∼ m = ±18.

Âiäïîâiäü: m = ±18.

Âïðàâà 3.3. Ðîçâ'ÿçàòè ïîïåðåäíþ çàäà÷ó, íå âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâó 3.2,
çíàéòè òàêîæ òî÷êè äîòèêó.

4 Ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi íà ïîâåðõíÿõ äðóãîãî ïîðÿäêó

4.1 Ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi íà ïîâåðõíi îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà

Ïðè âèâ÷åííi ïåðåðiçiâ ïîâåðõîíü 2-ãî ïîðÿäêó, ìîæíà áóëî ïîìiòèòè, ùî
â äåÿêèõ âèïàäêàõ, à ñàìå ó âèïàäêó îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà i ãiïåð-
áîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà, iñíóâàëè ïëîùèíè, ùî ïåðåòèíàþòü öi ïîâåðõíi ïî ïàði
ïðÿìèõ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öi äâi ïîâåðõíi ìîæóòü áóòè ñêëàäåíi iç äâîõ ñi-
ìåéñòâ ïðÿìèõ.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä íåñå íà ñîái äâà ñiìåéñòâà
ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ, ùî ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

(a) ÷åðåç áóäü-ÿêó òî÷êó ïîâåðõíi ïðîõîäèòü ðiâíî îäíà ïðÿìà êîæíîãî ñi-
ìåéñòâà;

(b) áóäü-ÿêi äâi òâiðíi ðiçíèõ ñiìåéñòâ ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi;

(c) áóäü-ÿêi äâi òâiðíi îäíîãî ñiìåéñòâà ¹ ìèìîáiæíèìè;

(d) áóäü-ÿêi òðè òâiðíi îäíîãî ñiìåéñòâà íå ïàðàëåëüíi æîäíié ïëîùèíi.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ìà¹ âèãëÿä

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.
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Ðèñ. 10: Ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi íà îäíî-
ïîðîæíèííîìó ãiïåðáîëî¨äi.

Çàóâàæèìî, ùî íà öié ïîâåðõíi íå ìîæå ëå-
æàòè ïðÿìà, ùî ïàðàëåëüíà ïëîùèíi xOy, áî
ïåðåðiçè ïîâåðõíi ïëîùèíàìè z = h ¹ ñiìåé-
ñòâîì åëiïñiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ïðÿìà ëå-
æèòü íà ïîâåðõíi, òî âîíà îáîâ'ÿçêîâî ïåðåòè-
íà¹ ãîðëîâèé åëiïñ, à ¨¨ íàïðÿìíèé âåêòîð íå
îðòîãîíàëüíèé äî îñi Oz.

ßêùî òî÷êà (x1, y1, 0) íàëåæèòü ãîðëîâîìó
åëiïñó, òî ¨¨ êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿí-
íþ (x1

a

)2

+
(y1

b

)2

= 1.

Íåõàé ~v = {vx, vy, vz} ¹ íàïðÿìíèì âåêòîðîì
øóêàíî¨ ïðÿìî¨. Òîäi vz 6= 0. Îñêiëüêè êîîðäè-
íàòè íàïðÿìíîãî âåêòîðó ïðÿìî¨ âèçíà÷àþòüñÿ
ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî êîåôiöi¹íòà ïðîïîð-
öiéíîñòi, òî ìè ìîæåìî ïîêëàñòè

vz = c.

Îòæå, ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ìîæå ëåæàòè íà ïîâåðõíi áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi:
x = x1 + vxt,

y = y1 + vyt,

z = c t.

(8)

Ïiäñòàâèìî (8) â ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëî¨äà i áóäåìî âèìàãàòè, ùîá âñi òî÷êè ïðÿìî¨
çàäîâîëüíÿëè ðiâíÿííþ ãiïåðáîëî¨äà. Îòðèìà¹ìî:(

x1 + vxt

a

)2

+

(
y1 + vyt

b

)2

− t2 ≡ 1,

2
(x1vx
a2

+
y1vy
b2

)
t+

(
v2
x

a2
+
v2
y

b2
− 1

)
t2 ≡ 0.

Îñêiëüêè öå òîòîæíiñòü, âñi êîåôiöi¹íòè ïðè t ìàþòü áóòè íóëÿìè. Çàïèøåìî
ñèñòåìó 

x1vx
a2

+
y1vy
b2

= 0,

v2
x

a2
+
v2
y

b2
− 1.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèðàçèìî

vy = −x1

y1

b2

a2
vx
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i ïiäñòàâèìî â äðóãå. Îòðèìà¹ìî

v2
x

a2
+
x2

1

y2
1

b2

a4
v2
x = 1 ∼ v2

x

y2
1

b2

a2

(
y2

1

b2
+
x2

1

a2

)
= 1 ∼ v2

x

y2
1

b2

a2
= 1.

Ìà¹ìî äâà ðîçâ'ÿçêè

(1)


vx =

a

b
y1,

vy = − b
a
x1;

(2)


vx = −a

b
y1,

vy =
b

a
x1.

Òàêèì ÷èíîì, ÷åðåç êîæíó òî÷êó (x1, y1, 0) ãîðëîâîãî åëiïñà îäíîïîðîæíèííîãî
ãiïåðáîëî¨äà ïðîõîäèòü äâi ïðÿìi

(1)


x = x1 +

a

b
y1 t,

y = y1 −
b

a
x1 t,

z = ct,

(2)


x = x1 +

a

b
y1 t,

y = y1 −
b

a
x1 t,

z = −ct,

ùî öiëêîì ëåæàòü íà ïîâåðõíi. Òî÷êè ãîðëîâîãî åëiïñà ïàðàìåòðèçóþòüñÿ çà
ôîðìóëàìè x1 = a cosα, y1 = b sinα (α ∈ [0, 2π)) i, òàêèì ÷èíîì, íà ïîâåðõíi
ìà¹ìî äâà îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiìåéñòâà ïðÿìèõ

(1)


x = a(cosα + t sinα),
y = b(sinα− t cosα),
z = ct,

(2)


x = a(cosα + t sinα),
y = b(sinα− t cosα),
z = −ct,

(9)

Ïîêàæåìî, ùî öå äiéñíî øóêàíi ñiìåéñòâà.
(a) Íåõàé (x0, y0, z0) òî÷êà íà îäíîïîðîæíèííîìó ãiïåðáîëî¨äi, òîáòî

x2
0

a2
+
y2

0

b2
− z2

0

c2
= 1.

Ïîêàæåìî, ùî âîíà ëåæèòü íà ïðÿìié ñiìåéñòâà (1). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðå-
âiðèòè, ùî ñèñòåìà 

x = a(cosα + t sinα)
y = b(sinα− t cosα)
z = ct

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî t i α ∈ [0, 2π).

ßñíî, ùî t0 =
z0

c
, à äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðà α îòðèìó¹ìî ñèñòåìó

x0

a
= cosα + t0 sinα,

y0

b
= −t0 cosα + sinα,
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ç ÿêî¨ ëåãêî çíàõîäèìî ïîòðiáíèé ðîçâ'ÿçîê

sinα1 =

z0

c

x0

a
+
y0

b

1 +
(z0

c

)2 , cosα1 =

x0

a
− z0

c

y0

b

1 +
(z0

c

)2 . (10)

Äëÿ ïåðåâiðêè êîðåêòíîñòi ðîçâ'ÿçêó, ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ îñíîâíî¨ òðèãîíî-
ìåòðè÷íî¨ òîòîæíîñòi sin2 α1 + cos2 α1 = 1. Äiéñíî,(

t0
x0

a + y0
b

)2

(1 + t20)
2

+

(
x0

a − t0
y0
b

)2

(1 + t20)
2

=
x2
0

a2 + y20
b2

1 + t20
=

1 + z20
c2

1 + t20
= 1.

Àíàëîãi÷íî, ùî ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0) ïðîõîäèòü ¹äèíà ïðÿìà ñiìåéñòâà (2),
äëÿ ÿêî¨

sinα2 =
−z0

c

x0

a
+
y0

b

1 +
(z0

c

)2 , cosα2 =

x0

a
+
z0

c

y0

b

1 +
(z0

c

)2 . (11)

(b) Âiçüìåìî äâi ïðÿìi ðiçíèõ ñiìåéñòâ:

l1 : ~r = ~r1 + ~τ1t, ~r1 = {x1, y1, 0}, ~τ1 =
{a
b
y1,−

b

a
x1, c

}
;

l2 : ~r = ~r2 + ~τ2t, ~r2 = {x2, y2, 0}, ~τ2 =
{a
b
y2,−

b

a
x2, −c

}
.

Óìîâà êîìïëàíàðíîñòi l1 i l2 ìà¹ âèãëÿä

(~r1 − ~r2, ~τ1, ~τ2) ≡ 0.

Ðîçïèøåìî ¨¨ â êîîðäèíàòàõ:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x2 y1 − y2 0

a

b
y1 − b

a
x1 c

a

b
y2 − b

a
x2 −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x2 y1 − y2 0

a

b
(y1 + y2) −

b

a
(x1 + x2) 0

a

b
y2 − b

a
x2 −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −c
[
− b
a

(x2
1 − x2

2)−
a

b
(y2

1 − y2
2)

]
= abc

[
x2

1 − x2
2

a2
+
y2

1 − y2
2

b2

]
=

= abc

[
x2

1

a2
+
y2

1

b2
−
(
x2

2

a2
+
y2

2

b2

)]
≡ 0,

ùî é òðåáà áóëî ïåðåâiðèòè.
(c) Âiçüìåìî äâi ðiçíi ïðÿìi îäíîãî ñiìåéñòâà:

l1 : ~r = ~r1 + ~τ1t, ~r1 = {x1, y1, 0}, ~τ1 =
{a
b
y1,−

b

a
x1, c

}
;

l2 : ~r = ~r2 + ~τ ′1t, ~r2 = {x′1, y′1, 0}, ~τ ′1 =
{a
b
y′1,−

b

a
x′1, c

}
.
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Óìîâà ¨õ ìèìîáiæíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

(~r1 − ~r2, ~τ1, ~τ
′
1) 6= 0.

Ðîçïèøåìî ¨¨ â êîîðäèíàòàõ:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x′1 y1 − y′1 0

a

b
y1 − b

a
x1 c

a

b
y′1 − b

a
x′1 c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x′1 y1 − y′1 0

a

b
(y1 − y′1) −

b

a
(x1 − x′1) 0

a

b
y′1 − b

a
x′1 c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= c

[
− b
a

(x1 − x′1)2 − a

b
(y1 − y′1)2

]
= −abc

[
(x1 − x′1)2

a2
+

(y1 − y′1)2

b2

]
6= 0

òîìó ùî (x1, y1, 0) i (x′1, y
′
1, 0) äâi ðiçíi òî÷êè íà ãîðëîâîìó åëiïñi.

(d) Âiçüìåìî òðè ïðÿìi îäíîãî ñiìåéñòâà:

l1 : ~r = ~r1 + ~τ t,

l2 : ~r = ~r2 + ~τ ′t,

l3 : ~r = ~r3 + ~τ ′′t,

äå ~r1 =
{
x1, y1, 0

}
, ~r2 =

{
x′1, y

′
1, 0
}
, ~r3 =

{
x′′1, y

′′
1 , 0
}
. Öi ïðÿìi íå ïàðàëåëüíi

æîäíié ïëîùèíi, ÿêùî â æîäíié òî÷öi âåêòîðè ~τ , ~τ ′, ~τ ′′ íå êîìïëàíàðíi, òîáòî

(~τ , ~τ ′, ~τ ′′) 6= 0.

Ðîçïèøåìî öþ óìîâó â êîîðäèíàòàõ (äëÿ âèçíà÷åííîñòi âiçüìåìî ïðÿìîëiíiéíi
òâiðíi ç ïåðøîãî ñiìåéñòâà, äëÿ ïðÿìèõ ç äðóãîãî ñiìåéñòâà ïîòðiáíî çàìiñòü c
âçÿòè −c):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a

b
y1 −

b

a
x1 c

a

b
y′1 −

b

a
x′1 c

a

b
y′′1 −

b

a
x′′1 c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
a

b

(
− b
a

)
c

∣∣∣∣∣∣
y1 x1 1
y′1 x′1 1
y′′1 x′′1 1

∣∣∣∣∣∣ = −c

∣∣∣∣∣ y1 − y′′1 x1 − x′′1
y′1 − y′′1 x′1 − x′′1

∣∣∣∣∣ .

Îñòàííié âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ~r1− ~r3 ‖ ~r2− ~r3. Öå
îçíà÷à¹, ùî òî÷êè ç ðàäióñàìè-âåêòîðàìè ~r1, ~r2, ~r3 ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, ùî
íåìîæëèâî, áî âîíè ðiçíi i ëåæàòü íà ãîðëîâîìó åëiïñi.

Çàóâàæåííÿ. Íà ïðàêòèöi ðiâíÿííÿ ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ îäíîïîðîæíèí-
íîãî ãiïåðáîëî¨äà iíîäi êðàùå øóêàòè â iíøèé ñïîñiá. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ îäíî-
ïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 ∼ x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
,
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i ðîçêëàäåìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè íà ìíîæíèêè:(x
a
− z

c

)(x
a

+
z

c

)
=
(

1− y

b

)(
1 +

y

b

)
.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

(λ)


λ1

(x
a
− z

c

)
= λ2

(
1− y

b

)
,

λ2

(x
a

+
z

c

)
= λ1

(
1 +

y

b

)
,

λ2
1 + λ2

2 6= 0.

Êîæíå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çàäà¹ ó ïðîñòîði ïëîùèíó. Äàíi ïëîùèíè íå ïàðàëåëüíi,
îòæå öÿ ñèñòåìà ç äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàäà¹ ïðÿìó. Ïîêàæåìî, ùî öÿ ïðÿìà
ëåæèòü íà îäíîïîðîæíèííîìó ãiïåðáîëî¨äi. Äiéñíî, ÿêùî òî÷êà íàëåæèòü öié
ïðÿìié, òî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ êîæíå ç ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñèñòåìè, îòæå çàäîâîëü-
íÿ¹ äîáóòêó öèõ ðiâíÿíü, òîáòî ðiâíÿííþ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà.

Öå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ áóäü-ÿêèõ λ1, λ2, ÿêi íå äîðiâíþþòü íó-
ëþ îäíî÷àñíî. Îòæå, ìè îòðèìàëè ðiâíÿííÿ îäíîãî ñiìåéñòâà ïðÿìîëiíiéíèõ
òâiðíèõ íà îäíîïîðîæíèííîìó ãiïåðáîëî¨äi.

Ðiâíÿííÿ äðóãîãî ñiìåéñòâà:

(µ)


µ1

(x
a
− z

c

)
= µ2

(
1 +

y

b

)
,

µ2

(x
a

+
z

c

)
= µ1

(
1− y

b

)
,

µ2
1 + µ2

2 6= 0.

Çàóâàæåííÿ. Ïðÿìi ðiçíèõ ñiìåéñòâ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi (x0, y0, z0)
îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà âèçíà÷àþòü ¹äèíó ïëîùèíó. Öÿ ïëîùèíà ¹ äî-
òè÷íîþ äî ïîâåðõíi, áî ìiñòèòü äîòè÷íi âåêòîðè äî ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ. Îò-
æå, äîòè÷íà ïëîùèíà äî ïîâåðõíi ¹ ¹äèíîþ ïëîùèíîþ, ùî ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíþ
â òî÷öi äîòèêó ïî äâîì ïðÿìîëiíiéíèì òâiðíèì.

Ïðèêëàä 4.1. Çíàéòè ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi ïîâåðõíi
x2

4
+ y2 − z2

25
= 1, ÿêi

ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó (2, 1, 5).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðøèé ñïîñiá. Çàïèøèìî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ñiìåéñòâà ïðÿìî-
ëiíiéíèõ òâiðíèõ (λ) òà ïiäñòàâèìî êîîðäèíàòè òî÷êè (2, 1, 5):

λ1

(x
2
− z

5

)
= λ2 (1− y) ,

λ2

(x
2

+
z

5

)
= λ1 (1 + y) ,

⇒
{
λ1 · 0 = λ2 · 0,
λ2 · 2 = λ1 · 2,

⇒ λ1 = λ2.
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Ìîæåìî âçÿòè áóäü-ÿêi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü öié ðiâíîñòi, íàïðèêëàä:
λ1 = λ2 = 10. Îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ïðÿìîëiíiéíî¨ òâiðíî¨ ç ïåðøîãî ñiìåéñòâà:

{
5x− 2z = 10− 10y,
5x+ 2z = 10 + 10y,

⇒
{

5x = 10,
2z = 10y,

⇒


x = 2,
y = t,
z = 5t,

⇒ x− 2

0
=
y

1
=
z

5
.

Ðiâíÿííÿ äðóãîãî ñiìåéñòâà (µ):
µ1

(x
2
− z

5

)
= µ2 (1 + y) ,

µ2

(x
2

+
z

5

)
= µ1 (1− y) ,

⇒
{
µ1 · 0 = µ2 · 2,
µ2 · 2 = µ1 · 0,

⇒ µ2 = 0, ∀ µ1.

Âiçüìåìî µ1 = 10, µ2 = 0. Îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ïðÿìîëiíiéíî¨ òâiðíî¨ ç
äðóãîãî ñiìåéñòâà:

{
5x− 2z = 0,
0 = 10− 10y,

⇒
{

5x = 2z,
y = 1,

⇒


x = 2t,
y = 1,
z = 5t,

⇒ x

2
=
y − 1

0
=
z

5
.

Äðóãèé ñïîñiá. Òî÷êà (2, 1, 5) ëåæèòü íà ïîâåðõíi. Ïiâîñi ãiïåðáîëî¨äà a = 2,
b = 1, c = 5. Ðiâíÿííÿ øóêàíèõ òâiðíèõ ìàþòü âèãëÿä (9). Ïðè öüîìó cosα i
sinα çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (10) i (11), âiäïîâiäíî. Îá÷èñëèìî

sinα1 =

z0

c

x0

a
+
y0

b

1 +
(z0

c

)2 =

5

5

2

2
+

1

1

1 +
(5

5

)2 = 1, cosα1 = 0,

sinα2 =
−z0

c

x0

a
+
y0

b

1 +
(z0

c

)2 =
−5

5

2

2
+

1

1

1 +
(5

5

)2 = 0, cosα2 = 1.

i çàïèøåìî ðiâíÿííÿ òâiðíèõ

(1)


x = 2t,
y = 1,
z = 5t,

(2)


x = 2,
y = −t,
z = −5t.

Êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

(1)
x

2
=
y − 1

0
=
z

5
, (2)

x− 2

0
=
y

1
=
z

5
.
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Ïðèêëàä 4.2. Äàíî îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä
x2

4
+
y2

9
− z2

16
= 1. ×åðåç

éîãî òâiðíó
x− 1

0
=
y

3
=
z

4
i òî÷êó (0, 3, 0) ïðîâåäåíî ïëîùèíó. Çíàéòè iíøó

ïðÿìó ïåðåòèíó öi¹¨ ïëîùèíè ç ãiïåðáîëî¨äîì.

Ðîçâ'ÿçîê.Ïëîùèíà, ùî ïåðåòèíà¹ ãiïåðáîëî¨ä ïî äâîì ïðÿìîëiíiéíèì òâið-
íèì, ¹ äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ. Çíàéøîâøè òî÷êó äîòèêó, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ
ðiâíÿííÿìè (9) ç ïàðàìåòðàìè (10) òà (11).

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ çàäàíî¨ ïëîùèíè∣∣∣∣∣∣
x− 2 y z

0 3 4
−2 3 0

∣∣∣∣∣∣ = −12(x− 2)− 8y + 6z = 0 ∼ 6x+ 4y − 3x− 12 = 0

i áóäåìî âèìàãàòè, ùîá öÿ ïëîùèíà çáiãàëàñÿ ç äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ ãiïåðáîëî-

¨äà â ïåâíié òî÷öi (x0, y0, z0), òîáòî ç ïëîùèíîþ
x0x

4
+
y0y

9
− z0z

16
− 1 = 0. Äëÿ

öüîãî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ ïðîïîðöié

x0

24
=
y0

36
=
−z0

−48
=
−1

−12
∼ x0

2
=
y0

3
=
z0

4
= 1.

Îòæå øóêàíà òî÷êà äîòèêó (2, 3, 4). Çà ôîðìóëàìè (10) òà (11) çíàõîäèìî

sinα1 = 1, cosα1 = 0; sinα2 = 0, cosα2 = 1.

Ìà¹ìî äâi òâiðíi

(1)


x = 2t,
y = 3,
z = 4t,

(2)


x = 2,
y = −3t,
z = −4t.

Òâiðíà (2) çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíîþ, à òâiðíà (1) ¹ øóêàíîþ.

Âiäïîâiäü:
x

2
=
y − 3

0
=
z

4
.

Âïðàâà 4.1. Ðîçâ'ÿæiòü öþ çàäà÷ó, íå âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (9).

4.2 Ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi íà ïîâåðõíi ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà

Òâåðäæåííÿ 4.2. Íà ïîâåðõíi ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ëåæàòü äâà ñiìåé-
ñòâà ïðÿìèõ. Ïðè öüîìó

(a) ÷åðåç áóäü-ÿêó òî÷êó ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ïðîõîäèòü ðiâíî îäíà ïðÿ-
ìà êîæíîãî ñiìåéñòâà;

(b) áóäü-ÿêi äâi ïðÿìi ðiçíèõ ñiìåéñòâ ïåðåòèíàþòüñÿ;
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(c) áóäü-ÿêi äâi ïðÿìi îäíîãî ñiìåéñòâà ìèìîáiæíi;

(d) áóäü-ÿêi òðè ïðÿìi îäíîãî ñiìåéñòâà ïàðàëåëüíi äî äåÿêî¨ ïëîùèíè.

Äîâåäåííÿ. (a) Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà

x2

p
− y2

q
= 2z, p, q > 0

Ðèñ. 11: Ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi íà ãiïåð-
áîëi÷íîìó ïàðàáîëî¨äi.

i äëÿ çðó÷íîñòi ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü çðî-
áèìî çàìiíó p → a2 i q → b2. Òîäi ðiâíÿííÿ
çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

x2

a2
− y2

b2
= 2z.

Íåõàé òî÷êà (x0, y0, z0) ëåæèòü íà ïàðàáîëî¨äi,

òîáòî
x2

0

a2
− y2

0

b2
= 2z0. Áóäåìî øóêàòè ïðÿìó

l :


x = x0 + vxt,

y = y0 + vyt,

z = z0 + vzt,

ÿêà á öiëêîì ëåæàëà íà ïîâåðõíi. Âèêîíà¹ìî
ïiäñòàíîâêó

(x0 + vxt)
2

a2
− (y0 + vyt)

2

b2
= 2(z0 + vzt),

2
(vxx0

a2
− vyy0

b2
− vz

)
t+
(v2

x

a2
−
v2
y

b2

)
t2 = 0.

Îñêiëüêè öå òîòîæíiñòü çà ïàðàìåòðîì t, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó
vxx0

a2
− vyy0

b2
= vz,

v2
x

a2
−
v2
y

b2
= 0.

Äðóãå ðiâíÿííÿ ðîçêëàäåìî íà ìíîæíèêè i îòðèìà¹ìî äâà ðîçâ'ÿçêè ç òî÷íiñòþ
äî êîåôiöi¹íòà ïðîïîðöiéíîñòi vx = a, vy = −b; vx = a, vy = b. Òîäi ç ïåðøîãî

ðiâíÿííÿ vz =
x0

a
+
y0

b
; vz =

x0

a
− y0

b
. Òàêèì ÷èíîì, íàïðÿì ïðÿìî¨, ùî ëåæèòü

íà ïîâåðõíi, âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðàìè

~τ1 =
{
a,−b, x0

a
+
y0

b

}
, ~τ2 =

{
a, b,

x0

a
− y0

b

}
.
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Îòæå, ÷åðåç êîæíó òî÷êó (x0, y0, z0) ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ïðîõîäèòü äâi
ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi

l1 :


x = x0 + at,
y = y0 − bt,

z = z0 +
(x0

a
+
y0

b

)
t,

l2 :


x = x0 + at,
y = y0 + bt,

z = z0 +
(x0

a
− y0

b

)
t.

(12)

Ïîêàæåìî, ùî ïðÿìi òèïó l1 i òèïó l2 óòâîðþþòü äâà îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiìåé-
ñòâà ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ. Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî

λ =
x0

a
+
y0

b
, µ =

x0

a
− y0

b
.

Íà êîæíié ç ïðÿìèõ òèïó l1 àáî l2 ïî÷àòêîâà òî÷êà (x0, y0, z0) ìîæå áóòè îáðàíà
äîâiëüíî. Ïðÿìà òèïó l1 ïåðåòíå ïåðåðiç ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ïëîùèíîþ

x = 0 ïðè t = −x0

a
. Ïðè öüîìó

y1 = y0 + b
(
− x0

a

)
= b
(x0

a
+
y0

b

)
= bλ, z1 = −λ2/2.

Àíàëîãi÷íî, ïðÿìà òèïó l2 ïåðåòíå öåé æå ïåðåðiç â òî÷öi

x2 = 0, y2 = −bµ, z2 = −µ2.

Îòæå, ïðÿìi òèïó l1 i l2 ñêëàäàþòü äâà îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiìåéñòâà ïðÿìèõ

(λ) :


x = at,

y = bλ− bt,
z = −λ2/2 + λt;

(µ) :


x = at,

y = −bµ+ bt,

z = −µ2/2 + µt,

ùî i ñêëàäà¹ äîâåäåííÿ (a).
Íàïðÿìíi âåêòîðè ïðÿìèõ êîæíîãî iç ñiìåéñòâ ìàþòü âèãëÿä

~τ(λ) = {a,−b, λ}, ~τ(µ) = {a, b, µ}.

(b) Ðîçãëÿíåìî äâi ïðÿìi ðiçíèõ ñiìåéñòâ:

l(λ) : ~r = ~r1 + ~τ(λ)t, l(µ) : ~r = ~r2 + ~τ(µ)t,

äå ~r1 =
{

0, bλ,−λ2/2
}
i ~r2 =

{
0,−bµ,−µ2/2

}
. Óìîâà êîìïëàíàðíîñòi öèõ ïðÿ-

ìèõ ìà¹ âèãëÿä (~r2 − ~r1, ~τ(λ), ~τ(µ)) = 0. Çàïèñóþ÷è öå â êîîðäèíàòíié ôîðìi,
çíàõîäèìî∣∣∣∣∣∣

0 −b(λ+ µ) (λ2 − µ2)/2
a −b λ
a b µ

∣∣∣∣∣∣ = (1/2)(λ+ µ)

∣∣∣∣∣∣
0 −2b λ− µ
0 −2b λ− µ
a b µ

∣∣∣∣∣∣ ≡ 0.

Îòæå, ïðÿìi ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, à î ñêiëüêè íàïðÿìíi âåêòîðè ïðÿìèõ ~τ(λ)
i ~τ(µ) ç î÷åâèäíiñòþ íå ïàðàëåëüíi, òî ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ.
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(ñ) Ðîçãëÿíåìî äâi ïðÿìi îäíîãî ñiìåéñòâà:

l(λ1) : ~r = ~r1 + ~τ(λ1)t, l(λ2) : ~r = ~r2 + ~τ(λ2)t,

äå ~r1 =
{

0, bλ1,−λ2
1/2
}
i ~r2 =

{
0, bλ2,−λ2

2/2
}
.

Öi ïðÿìi ¹ ìèìîáiæíèìè, ÿêùî
(
~r2 − ~r1, ~τ(λ1), ~τ(λ2)

)
6= 0. Ó êîîðäèíàòíié

ôîðìi çíàõîäèìî∣∣∣∣∣∣
0 b(λ2 − λ1) (λ2

1 − λ2
2)/2

a −b λ1

a −b λ2

∣∣∣∣∣∣ = (λ1 − λ2)

∣∣∣∣∣∣
0 −b (λ1 + λ2)/2
0 0 (λ1 − λ2)
a −b λ2

∣∣∣∣∣∣ =

= −ab(λ1 − λ2)
2 6= 0

áî λ1 6= λ2. Àíàëîãi÷íó âëàñòèâiñòü ìàþòü ïðÿìi ñiìåéñòâà (µ).
(d) Äîñòàòíüî ïîìiòèòè, ùî âåêòîð ~n =

{
b, a, 0

}
ìà¹ òó î÷åâèäíó âëàñòè-

âiñòü, ùî
〈
~τ(λ), ~n

〉
≡ 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòða λ. Îòæå, êîæíà ïðÿìà

ç ñiìåéñòâà (λ) ïàðàëåëüíà äî ïëîùèíè ç âåêòîðîì íîðìàëi ~n.
Àíàëîãi÷íî, êîæíà ïðÿìà ç ñiìåéñòâà (µ) ïàðàëåëüíà äî ïëîùèíè ç âåêòîðîì

íîðìàëi ~n =
{
b,−a, 0

}
.

Àíàëîãi÷íî âèïàäêó îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà, ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi íà
ïîâåðõíi ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ìîæíà øóêàòè çà iíøèì àëãîðèòìîì. Ðîç-
ãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà

x2

p
− y2

q
= 2z, p, q > 0

i äëÿ çðó÷íîñòi ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü çðîáèìî çàìiíó 2p → a2 i 2q → b2. Òîäi
ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

x2

a2
− y2

b2
= z

i ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ðîçêëàäåíà íà ìíîæíèêè(x
a
− y

b

)(x
a

+
y

b

)
= z.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íà ïîâåðõíi ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ¹ äâà ñiìåéñòâà
ïðÿìèõ:

(λ)


λ
(x
a
− y

b

)
= z,

x

a
+
y

b
= λ,

(µ)


x

a
− y

b
= µ,

µ
(x
a

+
y

b

)
= z.

(13)

Êîæíîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòðiâ λ i µ âiäïîâiäà¹ âèçíà÷åíà ïðÿìà íà ïîâåðõ-
íi. I íàâïàêè, êîæíié òî÷öi íà ãiïåðáîëi÷íîìó ïàðàáîëî¨äi âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðiâ

λ0 =
x0

a
+
y0

b
i µ0 =

x0

a
− y0

b
.
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Çàóâàæåííÿ. Ïðÿìi ðiçíèõ ñiìåéñòâ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi (x0, y0, z0) ãi-

ïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà, âèçíà÷àþòü ¹äèíó ïëîùèíó. Öÿ ïëîùèíà ¹ äîòè÷íîþ
äî ïîâåðõíi, áî ìiñòèòü äîòè÷íi âåêòîðè äî ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ. Îòæå, äîòè-
÷íà ïëîùèíà äî ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ¹ ¹äèíîþ ïëîùèíîþ, ùî ïåðåòèíà¹
ïîâåðõíþ â òî÷öi äîòèêó ïî äâîì ïðÿìîëiíiéíèì òâiðíèì.

Ïðèêëàä 4.3. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïàðàëåëüíà ïëîùèíi x− y +

z− 5 = 0 òà ïåðåòèíà¹ ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä
y2

36
− z

2

4
= 2x ïî äâîì ïðÿìî-

ëiíiéíèì òâiðíèì. Çíàéäiòü êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ öèõ òâiðíèõ.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðøèé ñïîñiá. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ïàðàëåëüíî¨ ïëîùèíè x −
y + z + c = 0. Çíàéäåìî ¨¨ ïåðåòèí ç ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì.

y2

36
− z2

4
= 2y − 2z − 2c, x = y − z − c,(

y2

36
− 2y + 36

)
−
(
z2

4
− 2z + 4

)
= −2c+ 36− 4,(y

6
− 6
)2

−
(z

2
− 2
)2

= 32− 2c.

Öÿ êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó ðîçïàäà¹òüñÿ íà ïàðó ïðÿìèõ, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ,
ÿêùî 32− 2c = 0. Òîáòî c = 16. Îòæå ïëîùèíà, ÿêó ìè øóêà¹ìî, ìà¹ ðiâíÿííÿ
x − y + z + 16 = 0. Äâi ïðÿìi, ÿêi ëåæàòü â öié ïëîùèíi òà ¹ ïåðåòèíîì ç
ïàðàáîëî¨äîì:

y

6
− 6− z

2
+ 2 = 0 òà

y

6
− 6 +

z

2
− 2 = 0,

àáî y − 3z − 24 = 0 òà y + 3z − 48 = 0.

Ðiâíÿííÿ öèõ ïðÿìèõ ó ïðîñòîði:{
y − 3z − 24 = 0,
x− y + z + 16 = 0,

òà

{
y + 3z − 48 = 0,
x− y + z + 16 = 0.

Çíàéäåìî êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ. Äëÿ ïåðøî¨ ïðÿìî¨:{
y − 3z − 24 = 0,
x− y + z + 16 = 0,

⇒
{
y = 3z + 24,
x = 2z + 8,

⇒


x = 2t+ 8,
y = 3t+ 24,
z = t,

⇒

x− 8

2
=
y − 24

3
=
z

1
.
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Äëÿ äðóãî¨ ïðÿìî¨:{
y + 3z − 48 = 0,
x− y + z + 16 = 0,

⇒
{
y = −3z + 48,
x = −4z + 32,

⇒


x = 4t+ 32,
y = 3t+ 48,
z = −t,

⇒

x− 32

4
=
y − 48

3
=

z

−1
.

Âiäïîâiäü:
x− 32

4
=
y − 48

3
=

z

−1
,

x− 8

2
=
y − 24

3
=
z

1
.

Äðóãèé ñïîñiá. Ïëîùèíà, ùî ïåðåòèíà¹ ïàðàáîëî¨ä ïî äâîì ïðÿìîëiíiéíèì
òâiðíèì, ¹ äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ. Çíàéøîâøè òî÷êó äîòèêó, ìîæåìî ñêîðèñòà-
òèñÿ ðiâíÿííÿìè (12). Çàäàíèé ïàðàáîëî¨ä íå ¹ êàíîíi÷íèì, àëå çà àíàëîãi¹þ
ìà¹ìî, ùî äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà

y2

36
− z2

4
= 2x

ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè â òî÷öi (x0, y0, z0) ìà¹ âèãëÿä

yy0

36
− zz0

4
= x+ x0 ∼ x− yy0

36
+
zz0

4
+ x0 = 0.

Äëÿ òîãî, ùîá öÿ ïëîùèíà áóëà ïàðàëåëüíà äî çàäàíî¨ ïëîùèíè x−y+z−5 = 0
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ ïðîïîðöié

1 =
y0

36
=
z0

4
.

Òàêèì ÷èíîì, y0 = 36, z0 = 4, à ç ðiâíÿííÿ ïàðàáîëî¨äà çíàõîäèìî x0 = 16.
Ðiâíÿííÿ øóêàíèõ òâiðíèõ çàïèøåìî çà ôîðìóëàìè (12), à ñàìå

l1 :


x = 16 + 8t,
y = 36 + 6t,
z = 4− 2t,

l2 :


x = 16 + 4t,
y = 36 + 6t,
z = 4 + 2t.

Âiäïîâiäü:
x− 16

4
=
y − 36

3
=
z − 4

−1
,

x− 16

2
=
y − 36

3
=
z − 4

1
.

Ïåðåâiðòå, ùî âiäïîâiäi, îòðèìàíi ó ïåðøèé òà äðóãèé ñïîñiá, çáiãàþòüñÿ.

Ïðèêëàä 4.4. Äàíî ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä
x2

16
− y

2

9
= 2z. ×åðåç éîãî òâiðíó

x

4
=
y

3
=
z

0
i òî÷êó (1, 1, 1) ïðîâåäåíî ïëîùèíó. Çíàéòè iíøó ïðÿìó ïåðåòèíó

öi¹¨ ïëîùèíè ç ïàðàáîëî¨äîì.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïëîùèíà, ùî ïåðåòèíà¹ ïàðàáîëî¨ä ïî äâîì ïðÿìîëiíiéíèì òâið-
íèì, ¹ äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ. Çíàéøîâøè òî÷êó äîòèêó, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ
ðiâíÿííÿìè (12).
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Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ çàäàíî¨ ïëîùèíè∣∣∣∣∣∣
x y z
4 3 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 3x− 4y + z = 0

i áóäåìî âèìàãàòè, ùîá öÿ ïëîùèíà çáiãàëàñÿ ç äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ ïàðàáîëî-

¨äà â ïåâíié òî÷öi (x0, y0, z0), òîáòî ç ïëîùèíîþ
x0x

16
− y0y

9
− z − z0 = 0. Äëÿ

öüîãî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ ïðîïîðöié

x0

48
=
y0

36
= −1 =

−z0

0
⇒ x0 = −48, y0 = −36, z0 = 0.

Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ òâiðíèõ

l1 :


x = −48 + 4t,
y = −36− 3t,
z = −24t;

, l2 :


x = −48 + 4t,
y = −36 + 3t,
z = 0.

Ïðÿìà l2 çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíîþ, à ïðÿìà l1 ¹ øóêàíîþ.

Âiäïîâiäü:
x+ 48

4
=
y + 36

−3
=

z

−24
.

Âïðàâà 4.2. Ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó íå âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (12).
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