
Варiант 1

1. Нехай A = {(x, y)|x ∈ Q, y ∈ Q} i B = {(x, y)|x /∈ Q, y /∈ Q} – пiдмножини площини
R2. Встановити, чи зв’язнi A, B i A ∪B.

2. Нехай вiдображення f, g : GL(n,R)×GL(n,R)→ GL(2n,R) заданi формулами

f(A,B) =

(
A 0
0 B

)
, g(A,B) =

(
AB 0
0 E

)
,

де E – одинична матриця порядка n. Довести, що f ∼ g.

Варiант 2

1. Довести, що функцiя f : R→ R неперервна тодi i тiльки тодi, коли її графiк замкне-
ний i зв’язний. Показати, що кожної з цих двох умов окремо недостатньо для неперервностi
f .

2. Говорять, що топологiчний простiр X має властивiсть нерухомої точки, якщо для
будь-якого неперервного f : X → X iснує така x ∈ X, що f(x) = x. Довести, що якщо
X має властивiсть нерухомої точки, то таку властивiсть має i будь-який його ретракт. За
допомогою цього факту вивести теорему про барабан з теореми Брауера.

Варiант 3

1. Нехай K1 ⊃ K2 ⊃ . . . – спадаюча послiдовнiсть компактних непустих зв’язних

пiдмножин хаусдорфового топологiчного простору. Довести, що перетин
n⋂

i=1

Ki непустий i

зв’язний.
2. Знайти фундаментальну групу простору S2 ∨ S1 за допомогою унiверсального на-

криття.

Варiант 4

1. Довести, що функцiя f : R→ R неперервна тодi i тiльки тодi, коли її графiк зв’язний
i локально зв’язний. Показати, що кожної з цих двох умов окремо недостатньо для непе-
рервностi f .

2. Нехай X – топологiчний простiр, f ∈ C(I,X) – шлях, r ∈ I. Визначимо шляхи
f1, f2 ∈ C(I,X) наступним чином: f1(t) = f(rt), f2(t) = f((1 − r)t + r). Довести, що
f ∼ f1 ∗ f2 (як шляхи).

Варiант 5

1. Довести, що у гомотопiчно еквiвалентних просторiв рiвна кiлькiсть компонент
зв’язностi.

2. Нехай X – топологiчний простiр, x, y ∈ X, f, g ∈ C(I,X) – шляхи, f(0) = g(0) = x,
f(1) = g(1) = y. Довести, що iзоморфiзми фундаментальних груп π1(X, x) и π1(X, y), що
визначенi шляхами f i g, збiгаються тодi i тiльки тодi, коли [f ∗ ḡ] належить до центру
π1(X, x).



Варiант 6

1. Довести, що якщо пiдмножини A i B топологiчного простору X одночасно вiдкритi
або замкненi, причому A ∩ B i A ∪ B лiнiйно зв’язнi, то A i B лiнiйно зв’язнi. Показати,
що це, взагалi кажучи, не так для довiльних A i B.

2. Нехай X – топологiчний простiр, f, g : X → Sn неперервнi, f(x) 6= −g(x) для будь-
якого x ∈ X. Довести, що f ∼ g.

Варiант 7

1. Довести, що якщо в компактному метричному просторi Bε(x) = Dε(x) для будь-яких
x i ε, то всi кулi Bε(x) зв’язнi.

2. Довести, що комплексний проективний простiр CP n = S2n+1/S1 однозв’язний. Тут
S2n+1 – одинична сфера у просторi Cn+1, що ототожнюється з R2n+2, i група S1 комплекс-
них чисел модуля 1 дiє обертаннями: λ · x = λx.

Варiант 8

1. Довести, що топологiчний простiр X зв’язний тодi i тiльки тодi, коли з X = A ∪ B,
A 6= ∅, B 6= ∅ випливає, що A ∩B 6= ∅ або A ∩B 6= ∅.

2. Нехай p : X → Y – накриття з компактним хаусдорфовим Y . Довести, що X ком-
пактний тодi й тiльки тодi, коли p скiнченнолистне (тобто шар над будь-якою точкою
скiнченний). Для якої з двох iмплiкацiй тут використовується хаусдорфовiсть?

Варiант 9

1. Встановити, чи зв’язна пiдмножина R2, що складається з усiх точок, хоча б одна
координата яких рацiональна.

2. Нехай лiнiйно зв’язний топологiчний простiр X можна представити у виглядi
об’єднання U ∪ V , де U i V вiдкритi i однозв’язнi, а U ∩ V – лiнiйно зв’язна. Довести,
що X однозв’язний.

Варiант 10

1. Довести, що об’єднання кола S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 +y2 = 1} i вiдрiзка {(x, y) ∈ R2|x =
0, 1 6 y 6 2} гомотопiчно еквiвалентне, але негомеоморфне S1.

2. Встановити, чи iснує ретракцiя проективної площини на проективну пряму.

Варiант 11

1. Нехай A – пiдмножина зв’язного топологiчного простору X. Довести, що якщо ∂A
зв’язна, то A також зв’язна.

2. НехайX – топологiчний простiр, f, g ∈ C(I,X) – шляхи, f(1) = g(0). Нехай r ∈ (0, 1).
Визначимо шлях h ∈ C(I,X) наступним чином:

h(t) =

{
f
(
t
r

)
, t ∈ [0, r];

g
(
t−r
1−r

)
, t ∈ [r, 1].

Довести, що h ∼ f ∗ g (як шляхи).



Варiант 12

1. Довести, що замкнений ε-окiл замкненої зв’язної пiдмножини Rn лiнiйно зв’язний.
2. Знайти фундаментальну групу об’єднання кола S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1} i

вiдрiзка {(x, y) ∈ R2|x = 0,−1 < y < 1}.

Варiант 13

1. Довести, що у гомотопiчно еквiвалентних просторiв рiвна кiлькiсть компонент лiнiй-
ної зв’язностi.

2. Нехай p : X → Y i q : Y → Z – накриття з лiнiйно зв’язними базами i просторами.
Довести, що якщо q – скiнченнолистне (тобто шар над будь-якою точкою скiнченний) то
i q ◦ p : X → Z – накриття.

Варiант 14

1. Довести, що для будь-якого зв’язного A ⊂ Rn, що мiститься у вiдкритому U , iснує
вiдкрите лiнiйно зв’язне V таке, що A ⊂ V ⊂ U .

2. Нехай p : X → Y – накриття, простiр Z зв’язний i локально зв’язний, f, g : Z → X –
неперервнi, f i g збiгаються в деякiй точцi i p ◦ f = p ◦ g. Довеcти, що f = g.

Варiант 15

1. Довести, що якщо пiдмножини A i B топологiчного простору X одночасно вiдкритi
або замкненi, причому A ∩ B i A ∪ B зв’язнi, то A i B зв’язнi. Показати, що це, взагалi
кажучи, не так для довiльних A i B.

2. Довести, що будь-яке неперервне вiдображення f : Sn → Sn, що не має нерухомих
точок (тобто f(x) 6= x для будь-якого x), гомотопне центральнiй симетрiї x 7→ −x.

Варiант 16

1. Довести, що функцiя f : R→ R неперервна тодi i тiльки тодi, коли її графiк зв’язний
i локально компактний. Показати, що кожної з цих двох умов окремо недостатньо для
неперервностi f .

2. Знайти фундаментальну групу простору Sn\Sm.


