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wWEDENIE

oB]AQ TOPOLOGIQ, KOTORAQ IZUˆAETSQ STUDENTAMI MEHANIKO-MATEMATIˆESKO-
GO FAKULXTETA NA WTOROM KURSE, ˆASTO USWAIWAETSQ S BOLX[IMI ZATRUDNENIQMI. dLQ
“TOGO IMEETSQ NESKOLXKO PRIˆIN. wO-PERWYH, W OTLIˆIE OT BOLX[INSTWA DRUGIH MATE-
MATIˆESKIH DISCIPLIN, IZUˆAEMYH NA PERWOM I WTOROM KURSAH, OB]AQ TOPOLOGIQ OˆENX
ABSTRAKTNA PO SWOEJ SUTI, A ABSTRAKTNYE RASUVDENIQ DA@TSQ MNOGIM STUDENTAM S TRU-
DOM I USWAIWA@TSQ ˆISTO FORMALXNO. wO-WTORYH, ZNAˆITELXNAQ ˆASTX KURSA PREDSTAWLQ-
ET SOBOJ NOWYJ QZYK S MASSOJ NOWYH ABSTRAKTNYH PONQTIJ, KOTORYE TREBU@T WREMENI
I TRENIROWKI DLQ IH USWOENIQ. k SOVALENI@, IZWESTNYE UˆEBNIKI I, OSOBENNO SBOR-
NIKI ZADAˆ, PO TOPOLOGII RASˆITANY NA HORO[IH STUDENTOW I SODERVAT MALO PROSTYH

ZADAˆ, KOTORYE DOSTUPNY BOLX[INSTWU. dANNOE POSOBIE QWLQETSQ POPYTKOJ WOSPOLNITX
UKAZANNYE PROBELY.

pOSOBIE POSTROENO SLEDU@]IM OBRAZOM. oNO SOSTOIT IZ NESKOLXKIH RAZDELOW PO
OSNOWNYM ˆASTQM TOPOLOGII. kAVDYJ RAZDEL SOSTOIT IZ KRATKOJ TEORETIˆESKOJ ˆASTI,
W KOTOROJ DA@TSQ OPREDELENIQ OSNOWNYH PONQTIJ I FORMULIRU@TSQ (BEZ DOKAZATELX-
STWA) OSNOWNYE TEOREMY. dALEE PRIWODQTSQ ZADAˆI, NAˆINAQ S SOWSEM PROSTYH, TREBU-
@]IH DLQ SWOEGO RE[ENIQ PONIMANIQ PONQTIJ DANNOGO RAZDELA I PROSTYH LOGIˆESKIH

UMOZAKL@ˆENIJ, I DALEE NESKOLXKO BOLEE SLOVNYH, GDE ISPOLXZU@TSQ BOLX[E PONQTIJ I
SWQZEJ MEVDU NIMI. w ˆASTNOSTI, WO MNOGIH ZADAˆAH OPREDELQ@TSQ I ISPOLXZU@TSQ KON-
KRETNYE TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA, NA KOTORYH OB]IE PONQTIQ IME@T ESTESTWENNYJ
SMYSL. pOSTEPENNO, OT RAZDELA K RAZDELU, W PROCESS FORMULIROWKI I RE[ENIQ ZADAˆ WO-
WLEKAETSQ WSE BOLX[EE I BOLX[EE KOLIˆESTWO PONQTIJ I FAKTOW TOPOLOGII.

kAK POKAZYWAET OPYT, RE[ENIE DAVE SAMYH PROSTYH ZADAˆ, OSOBENNO NA PERWYH
PORAH, U MNOGIH STUDENTOW WYZYWAET ZATRUDNENIQ. pO“TOMU POMO]X PREPODAWATELQ W
RE[ENII MNOGIH ZADAˆ QWLQETSQ ESTESTWENNOJ I NEOBHODIMOJ. pOSLE RE[ENIQ OSNOW-
NYH ZADAˆ “TOGO POSOBIQ OSNOWNYE PONQTIQ I TEOREMY TOPOLOGII OBYˆNO USWAIWA@TSQ

STUDENTAMI BOLEE ILI MENEE USPE[NO.

1. oPREDELENIE TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA. pREDBAZA I BAZA TOPOLOGII.
zAMKNUTYE MNOVESTWA

tOPOLOGIEJ NA MNOVESTWE X NAZYWAETSQ MNOVESTWO PODMNOVESTW O MNOVESTWA X,
UDOWLETWORQ@]EE SLEDU@]IM AKSIOMAM

(1) pUSTOE PODMNOVESTWO ∅ I MNOVESTWO X PRINADLEVAT O;
(2) oB˙EDINENIE L@BOGO MNOVESTWA PODMNOVESTW, PRINADLEVA]IH O, PRINADLEVIT

O;
(3) pERESEˆENIE DWUH PODMNOVESTW, PRINADLEVA]IH O, PRINADLEVIT O.

mNOVESTWO X S ZADANNOJ NA NEM TOPOLOGIEJ O NAZYWAETSQ TOPOLOGIˆESKIM PROSTRAN-
STWOM, A PODMNOVESTWA, PRINADLEVA]IE O – OTKRYTYMI MNOVESTWAMI. w DALXNEJ-
[EM TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO OBOZNAˆAETSQ ˆEREZ (X,O) ILI ˆEREZ (X,OX), ESLI
MY HOTIM PODˆERKNUTX, ˆTO OX – TOPOLOGIQ NA X, A INOGDA PROSTO ˆEREZ X.

pUSTX O1 I O2 – DWE TOPOLOGII NA MNOVESTWE X. gOWORQT, ˆTO O1 SLABEE O2 (ILI
O1 SILXNEE O2), ESLI O1 ⊂ O2.

eSLI TOPOLOGIQ O NA MNOVESTWE X QWLQETSQ SAMOJ SLABOJ IZ WSEH TOPOLOGIJ NA

“TOM MNOVESTWE, SODERVA]IH NEKOTOROE MNOVESTWO PODMNOVESTW A MNOVESTWA X, TO
A NAZYWAETSQ PREDBAZOJ TOPOLOGII O ILI GOWORQT, ˆTO TOPOLOGIQ O POROVDENA MNO-
VESTWOM PODMNOVESTW A. mNOVESTWO OTKRYTYH MNOVESTW B TOPOLOGII O NAZYWAETSQ

1



2

BAZOJ O, ESLI L@BOE NEPUSTOE OTKRYTOE MNOVESTWO U ∈ O QWLQETSQ OB˙EDINENIEM POD-
MNOVESTW, PRINADLEVA]IH B.

tEOREMA 1. mNOVESTWO PODMNOVESTW B MNOVESTWA X QWLQETSQ BAZOJ NEKO-
TOROJ TOPOLOGII NA X TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONO UDOWLETWORQET SLEDU@]IM

USLOWIQM:

(1) ∪B = X;
(2) eSLI PERESEˆENIE DWUH PODMNOVESTW A,B ∈ B NEPUSTO, TO ONO QWLQETSQ OB˙-

EDINENIEM NEKOTOROGO MNOVESTWA PODMNOVESTW, PRINADLEVA]IH B.

pODMNOVESTWO TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X NAZYWAETSQ ZAMKNUTYM MNOVE-
STWOM, ESLI EGO DOPOLNENIE – OTKRYTOE MNOVESTWO PROSTRANSTWA X.

zADAˆI

1. nAJTI WSE TOPOLOGII NA MNOVESTWE, SOSTOQ]EM IZ DWUH TOˆEK. uKAZATX TE IZ NIH,
KOTORYE OTLIˆNY OT DISKRETNOJ I ANTIDISKRETNOJ.

2. pRIWESTI PRIMERY TOPOLOGIJ NA MNOVESTWE, SOSTOQ]EM IZ TREH “LEMENTOW, OT-
LIˆNYH OT DISKRETNOJ I ANTIDISKRETNOJ.

3. kAKAQ TOPOLOGIQ NA MNOVESTWE X POROVDAETSQ MNOVESTWOM WSEH ODNO“LEMENT-
NYH PODMNOVESTW {x} (x ∈ X) ?

4. pOKAZATX, ˆTO MNOVESTWO DOPOLNENIJ WSEH KONEˆNYH PODMNOVESTW MNOVESTWA X,
DOPOLNENNOE PUSTYM PODMNOVESTWOM, QWLQETSQ TOPOLOGIEJ NA X. dLQ KAKIH MNOVESTW
X “TA TOPOLOGIQ OTLIˆNA OT DISKRETNOJ ?

5. pOKAZATX, ˆTO PERESEˆENIE L@BOGO SEMEJSTWA TOPOLOGIJ NA MNOVESTWE X QWLQ-
ETSQ TOPOLOGIEJ NA X.

6. nA MNOVESTWE CELYH DEJSTWITELXNYH ˆISEL Z NAJTI TOPOLOGII, POROVDENNYE:
A) KONEˆNYMI INTERWALAMI {m,m + 1, . . . , n} (m,n ∈ Z, m < n); B) BESKONEˆNYMI IN-
TERWALAMI {m,m+ 1, . . . } (m ∈ Z}. sRAWNITX “TI TOPOLOGII.

7. pUSTX B1 I B2 – BAZY TOPOLOGIJ O1 I O2 NA MNOVESTWE X. dOKAZATX, ˆTO
TOPOLOGIQ O1 SLABEE TOPOLOGII O2 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA L@BOE NEPUSTOE POD-
MNOVESTWO, PRINADLEVA]EE B1, QWLQETSQ OB˙EDINENIEM PODMNOVESTW, PRINADLEVA]IH
B2.

8. pOKAZATX, ˆTO NA MNOVESTWE R DEJSTWITELXNYH ˆISEL MNOVESTWO WSEH OTKRY-
TYH INTERWALOW (a, b) (a < b) QWLQETSQ BAZOJ NEKOTOROJ TOPOLOGII. pOKAZATX, ˆTO W
“TOJ TOPOLOGII PERESEˆENIE BESKONEˆNOGO ˆISLA OTKRYTYH MNOVESTW MOVET NE BYTX

OTKRYTYM MNOVESTWOM.
9. pOKAZATX, ˆTO NA PLOSKOSTI R2 MNOVESTWO WSEH OTKRYTYH KONEˆNYH OTREZKOW,

PARALLELXNYH NEKOTOROJ PRQMOJ, QWLQETSQ BAZOJ NEKOTOROJ TOPOLOGII.
10. pOKAZATX, ˆTO NA PLOSKOSTI R2 MNOVESTWO PRQMOUGOLXNIKOW {(x, y) | a1 < x <

b1, a2 < y < b2} (a1 < a2, b1 < b2) QWLQETSQ BAZOJ NEKOTOROJ TOPOLOGII NA R2.
11. pOKAZATX, ˆTO MNOVESTWO WSEH KONEˆNYH PODMNOVESTW MNOVESTWA X, DOPOLNEN-

NOE MNOVESTWOM X, QWLQETSQ MNOVESTWOM ZAMKNUTYH MNOVESTW NEKOTOROJ TOPOLOGII NA
X. dLQ KAKIH MNOVESTW X “TA TOPOLOGIQ OTLIˆNA OT DISKRETNOJ ?

12. pUSTX NA MNOVESTWE X ZADANY DWE TOPOLOGII O1 I O2 S POMO]X@ MNOVESTW

ZAMKNUTYH MNOVESTW F1 I F2. pOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIQ O1 SLABEE TOPOLOGII O2 TOGDA

I TOLXKO TOGDA, KOGDA F1 ⊂ F2.
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2. tOPOLOGIQ METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA

mETRIˆESKIM PROSTRANSTWOM NAZYWAETSQ MNOVESTWO M , DLQ L@BYH DWUH TOˆEK
x I y KOTOROGO ZADANO NEOTRICATELXNOE DEJSTWITELXNOE ˆISLO ρ(x, y), NAZYWAEMOE RAS-
STOQNIEM MEVDU TOˆKAMI x I y, UDOWLETWORQ@]EE SLEDU@]IM AKSIOMAM

(1) ρ(x, y) = 0 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA x = y;
(2) ρ(y, x) = ρ(x, y) (AKSIOMA SIMMETRIˆNOSTI RASSTOQNIQ);
(3) ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z) (x, y, z ∈M) (AKSIOMA TREUGOLXNIKA).

oTKRYTYM [AROM METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA M S CENTROM W TOˆKE x0 I RADIUSA

r > 0 NAZYWAETSQ MNOVESTWO B(x0, r) TOˆEK x ∈ M TAKIH, ˆTO ρ(x0, x) < r. pODMNO-
VESTWO METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA NAZYWAETSQ OTKRYTYM MNOVESTWOM, ESLI WMESTE S
KAVDOJ SWOEJ TOˆKOJ ONO SODERVIT NEKOTORYJ OTKRYTYJ [AR S CENTROM W “TOJ TOˆKE.

tEOREMA 2. mNOVESTWO WSEH OTKRYTYH [AROW METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA QW-
LQETSQ BAZOJ EGO TOPOLOGII.

zADAˆI

1. dLQ L@BOGO MNOVESTWA X OPREDELIM RASSTOQNIE ρ USLOWIEM ρ(x, x) = 0 I ρ(x, y) =
1, ESLI x 6= y. pROWERITX, ˆTO ρ UDOWLETWORQET AKSIOMAM METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA I
NAJTI TOPOLOGI@ “TOGO METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA.

2. pOKAZATX, ˆTO NA MNOVESTWE X, SODERVA]EM BOLEE ODNOGO “LEMENTA, ANTIDIS-
KRETNAQ TOPOLOGIQ NE MOVET BYTX TOPOLOGIEJ METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA, OPREDELEN-
NOGO NEKOTOROJ METRIKOJ NA X. sNAˆALA RASSMOTRETX SLUˆAJ, KOGDA X SOSTOIT IZ DWUH

“LEMENTOW.
3. pOKAZATX, ˆTO NA ˆISLOWOJ PRQMOJ R S OBYˆNOJ TOPOLOGIEJ DOPOLNENIE SˆETNOGO

MNOVESTWA MOVET BYTX OTKRYTYM MNOVESTWOM, A MOVET I NE BYTX IM.
4. pOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIQ METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA NA MNOVESTWE CELYH DEJ-

STWITELXNYH ˆISEL Z S OBYˆNOJ METRIKOJ DISKRETNA.
5. pOKAZATX ˆTO NA ˆISLOWOJ PRQMOJ R S OBYˆNOJ TOPOLOGIEJ PERESEˆENIE BESKONEˆ-

NOGO ˆISLA OTKRYTYH INTERWALOW MOVET BYTX ZAMKNUTYM MNOVESTWOM, A OB˙EDINENIE
BESKONEˆNOGO ˆISLA ZAMKNUTYH INTERWALOW – OTKRYTYM MNOVESTWOM.

6. rASSMOTRIM MNOVESTWO RACIONALXNYH ˆISEL Q KAK METRIˆESKOE PROSTRANSTWO S

OBYˆNOJ METRIKOJ. dOKAZATX, ˆTO OTKRYTYE [ARY W Q QWLQ@TSQ ZAMKNUTYMI MNOVE-
STWAMI, ESLI IH RADIUSY IRRACIONALXNY.

7. pOKAZATX, ˆTO ZAMKNUTYJ [AR METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA M , T.E. MNOVESTWO
TOˆEK, RASSTOQNIE KOTORYH DO NEKOTOROJ TOˆKI x0 ∈ M MENX[E ILI RAWNO r (r > 0),
QWLQETSQ ZAMKNUTYM MNOVESTWOM.

8. pOKAZATX ˆTO W PROSTRANSTWE Rn ZAMKNUTYJ PARALLELIPIPED, T.E. MNOVESTWO
TOˆEK x = (x1, . . . , xn), UDOWLETWORQ@]IH NERAWENSTWAM ai ≤ xi ≤ bi (ai < bi, i = 1, . . . , n)
QWLQETSQ ZAMKNUTYM MNOVESTWOM. sNAˆALA RASSMOTRETX SLUˆAJ n = 2.

9. pOKAZATX, ˆTO W PROSTRANSTWE Rn S OBYˆNOJ TOPOLOGIEJ DOPOLNENIE L@BOGO

KONEˆNOGO PODMNOVESTWA – OTKRYTOE MNOVESTWO.
10. pROWERITX, ˆTO SLEDU@]AQ FUNKCIQ NA Rn ×Rn :

ρ(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|,

GDE x = (xi), y = (yi) ∈ Rn, UDOWLETWORQET AKSIOMAM METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA. ˜TO
PREDSTAWLQET SOBOJ OTKRYTYJ [AR W “TOM METRIˆESKOM PROSTRANSTWE ?
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11. pROWERITX, ˆTO SLEDU@]AQ FUNKCIQ NA Rn ×Rn :

ρ(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|,

GDE x = (xi) I y = (yi), UDOWLETWORQET AKSIOMAM METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA.
12. pUSTX NA MNOVESTWE M ZADANY DWE METRIKI ρ1 I ρ2, UDOWLETWORQ@]IE AKSI-

OMAM METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA I SWQZANNYE NERAWENSTWOM ρ1(x, y) ≤ kρ2(x, y), GDE k
– POLOVITELXNOE DEJSTWITELXNOE ˆISLO. pOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIQ PROSTRANSTWA (M,ρ1)
SLABEE TOPOLOGII PROSTRANSTWA (M,ρ2).

13. iSPOLXZUQ PREDYDU]U@ ZADAˆU, POKAZATX, ˆTO OBYˆNAQ METRIKA PROSTRANSTWA
Rn I METRIKI ZADAˆ 10 I 11 OPREDELQ@T I TU VE TOPOLOGI@ NA PROSTRANSTWE Rn.

14. rASSMOTRIM MNOVESTWO l2, “LEMENTAMI KOTOROGO SLUVAT POSLEDOWATELXNOSTI

x = {xn} DEJSTWITELXNYH ˆISEL, UDOWLETWORQ@]IH USLOWI@
∑∞

n=1 x
2
n < ∞. pOKAZATX,

ˆTO METRIKA NA l2, ZADANNAQ RAWENSTWOM

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2,

UDOWLETWORQET AKSIOMAM METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA.
15. pUSTX M – METRIˆESKOE PROSTRANSTWO S METRIKOJ ρ. dLQ L@BYH DWUH TOˆEK

x, y ∈ M POLOVIM ρ∗(x, y) = min{1, ρ(x, y)}. pOKAZATX, ˆTO ρ∗ UDOWLETWORQET AKSIOMAM
METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA I ˆTO METRIKI ρ I ρ∗ OPREDELQ@T ODNU I TU VE TOPOLOGI@
NA M .

16. pUSTX O1 I O2 – DWE TOPOLOGII NA MNOVESTWE X, A O1(x) I O1(x) – MNOVESTWA
OKRESTNOSTEJ TOˆKI x ∈ X DLQ TOPOLOGIJ O1 I O2 SOOTWETSTWENNO. dOKAZATX, ˆTO
TOPOLOGIQ O1 SLABEE TOPOLOGII O2 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ L@BOJ TOˆKI x
O1(x) ⊂ O2(x).

3. oKRESTNOSTI TOˆEK. wNUTRENNOSTX I ZAMYKANIE

pODMNOVESTWO A TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X NAZYWAETSQ OKRESTNOSTX@ TOˆ-
KI x ∈ X, ESLI SU]ESTWUET TAKOE OTKRYTOE MNOVESTWO U , ˆTO x ∈ U I U ⊂ A.

tEOREMA 3. pODMNOVESTWO TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA QWLQETSQ OTKRY-
TYM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONO QWLQETSQ OKRESTNOSTX@ L@BOJ SWOEJ TOˆKI.

mNOVESTWO Φ OKRESTNOSTEJ TOˆKI x ∈ X NAZYWAETSQ FUNDAMENTALXNOJ SISTEMOJ

OKRESTNOSTEJ TOˆKI x, ESLI L@BAQ OKRESTNOSTX TOˆKI x SODERVIT NEKOTORU@ OKREST-
NOSTX, PRINADLEVA]U@ Φ. nAPRIMER, MNOVESTWO WSEH OTKRYTYH OKRESTNOSTEJ TOˆKI x
– FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA OKRESTNOSTEJ “TOJ TOˆKI.

tOˆKA x ∈ X NAZYWAETSQ WNUTRENNEJ TOˆKOJ PODMNOVESTWA A TOPOLOGIˆESKOGO

PROSTRANSTWA X, ESLI A QWLQETSQ OKRESTNOSTX@ x. mNOVESTWO WSEH WNUTRENNIH TOˆEK
PODMNOVESTWA A NAZYWAETSQ WNUTRENNOSTX@ A I OBOZNAˆAETSQ ˆEREZ Ao.

tEOREMA 4. wNUTRENNOSTX PODMNOVESTWA A QWLQETSQ NAIBOLX[IM IZ OTKRY-
TYH MNOVESTW, SODERVA]IHSQ W A.

tOˆKA x ∈ X NAZYWAETSQ TOˆKOJ PRIKOSNOWENIQ PODMNOVESTWA A TOPOLOGIˆESKOGO

PROSTRANSTWA X, ESLI PERESEˆENIE A S L@BOJ OKRESTNOSTX@ TOˆKI x NEPUSTO. mNOVE-
STWO WSEH TOˆEK PRIKOSNOWENIQ PODMNOVESTWA A NAZYWAETSQ ZAMYKANIEM A I OBOZNAˆA-
ETSQ ˆEREZ Ā.
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tEOREMA 5. zAMYKANIE PODMNOVESTWA A QWLQETSQ NAIMENX[IM IZ ZAMKNUTYH

MNOVESTW, SODERVA]IH A.

zADAˆI

1. pUSTX B – BAZA TOPOLOGII PROSTRANSTWA X I x ∈ X. dOKAZATX, ˆTO MNOVESTWO
PODMNOVESTW B ∩O(x) QWLQETSQ FUNDAMENTALXNOJ SISTEMOJ OKRESTNOSTEJ TOˆKI x.

2. nAJTI WSE OKRESTNOSTI TOˆKI x ∈ X W MNOVESTWE X S DISKRETNOJ I ANTIDISKRET-
NOJ TOPOLOGIEJ. wNUTRENNOSTX KAKIH PODMNOVESTW PROSTRANSTWA X S ANTIDISKRETNOJ

TOPOLOGIEJ PUSTA, A KAKIH NEPUSTA ?
3. pUSTX Φ(x) – FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA OKRESTNOSTEJ TOˆKI x TOPOLOGIˆESKOGO

PROSTRANSTWA X. dOKAZATX, ˆTO TOˆKA x QWLQETSQ WNUTRENNEJ TOˆKOJ PODMNOVESTWA

A ⊂ X TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SU]ESTWUET OKRESTNOSTX, PRINADLEVA]AQ Φ(x),
KOTORAQ SODERVITSQ W A.

4. pUSTX Φ(x) – FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA OKRESTNOSTEJ TOˆKI x TOPOLOGIˆESKOGO
PROSTRANSTWA X. dOKAZATX, ˆTO TOˆKA x QWLQETSQ TOˆKOJ PRIKOSNOWENIQ PODMNOVESTWA
A ⊂ X TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA L@BAQ OKRESTNOSTX, PRINADLEVA]AQ Φ(x), IMEET
NEPUSTOE PERESEˆENIE S A.

5. dOKAZATX, ˆTO W METRIˆESKOM PROSTRANSTWE OTKRYTYJ [AR SODERVITSQ WO WNU-
TRENNOSTI SOOTWETSTWU@]EGO ZAMKNUTOGO [ARA, A W PROSTRANSTWE Rn OTKRYTYJ [AR

SOWPADAET S WNUTRENNOSTX@ SOOTWETSTWU@]EGO ZAMKNUTOGO [ARA.
6. dOKAZATX, ˆTO W METRIˆESKOM PROSTRANSTWE ZAMYKANIE OTKRYTOGO [ARA SODER-

VITSQ W SOOTWETSTWU@]EM ZAMKNUTOM [ARE, A W PROSTRANSTWE Rn ZAMYKANIE OTKRYTOGO

[ARA SOWPADAET S SOOTWETSTWU@]IM ZAMKNUTYM [AROM.
7. dOKAZATX, ˆTO DLQ DWUH NEPERESEKA@]IHSQ OTKRYTYH MNOVESTW TOPOLOGIˆESKOGO

PROSTRANSTWA ZAMYKANIE L@BOGO IZ NIH NE PERESEKAETSQ S DRUGIM.
8. pUSTX U – OTKRYTOE, A A – PROIZWOLXNOE PODMNOVESTWO TOPOLOGIˆESKOGO PRO-

STRANSTWA. dOKAZATX, ˆTO ESLI U ∩ Ā 6= ∅, TO U ∩ A 6= ∅.
9. dOKAZATX, ˆTO DLQ DWUH ZAMKNUTYH MNOVESTW F1 I F2, POKRYWA@]IH TOPOLOGI-

ˆESKOE PROSTRANSTWO X (T.E. F1 ∪ F2 = X), DOPOLNENIE L@BOGO IZ NIH SODERVITSQ WO
WNUTRENNOSTI DRUGOGO.

10. pUSTX M – METRIˆESKOE PROSTRANSTWO, A ⊂ M I x ∈ M . nAZOWEM RASSTOQNIEM

OT TOˆKI x ∈ M DO A ⊂ M ˆISLO ρ(x,A) = infy∈A ρ(x, y). dOKAZATX, ˆTO x ∈ Ā TOGDA I

TOLXKO TOGDA, KOGDA ρ(x,A) = 0.
11. pUSTX M – METRIˆESKOE PROSTRANSTWO, A ⊂ M I x ∈ M . rASSMOTRIM RASSTOQ-

NIE ρ(x,A) OT TOˆKI x ∈M DO A, WWEDENNOE W ZADAˆE 10. dOKAZATX, ˆTO ρ(x, Ā) = ρ(x,A).
12. pUSTX {xn} – POSLEDOWATELXNOSTX TOˆEK TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X. tOˆ-

KA x ∈ X NAZYWAETSQ PREDELXNOJ TOˆKOJ POSLEDOWATELXNOSTI {xn}, ESLI L@BAQ EE

OKRESTNOSTX SODERVIT ˆLENY POSLEDOWATELXNOSTI SO SKOLX UGODNO BOLX[IMI NOMERAMI.
pOKAZATX, ˆTO x – PREDELXNAQ TOˆKA POSLEDOWATELXNOSTI {xn} TOGDA I TOLXKO TOGDA,
KOGDA DLQ L@BOGO n x QWLQETSQ TOˆKOJ PRIKOSNOWENIQ MNOVESTWA ˆLENOW POSLEDOWATELX-
NOSTI {xn}, NAˆINAQ S n-OGO.

13. pOKAZATX, ˆTO W METRIˆESKOM PROSTRANSTWE M MNOVESTWO WSEH OTKRYTYH (ZA-
MKNUTYH) [AROW S CENTROM W TOˆKE x ∈ M , RADIUSY KOTORYH PROBEGA@T POSLEDOWA-
TELXNOSTX POLOVITELXNYH DEJSTWITELXNYH ˆISEL, SHODQ]U@SQ K NUL@, OBRAZU@T FUN-
DAMENTALXNU@ SISTEMU OKRESTNOSTEJ TOˆKI x.
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4. nEPRERYWNOSTX. gOMEOMORFIZM

pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA. oTOBRAVENIE f : X → Y NAZYWAETSQ

NEPRERYWNYM W TOˆKE x ∈ X, ESLI DLQ L@BOJ OKRESTNOSTI B TOˆKI f(x) NAJDETSQ
TAKAQ OKRESTNOSTX A TOˆKI x, TAKAQ ˆTO f(A) ⊂ B. oTOBRAVENIE f : X → Y NAZYWETSQ

NEPRERYWNYM, ESLI ONO NEPRERYWNO W L@BOJ TOˆKE x ∈ X. bIEKTIWNOE OTOBRAVENIE
f : X → Y NAZYWAETSQ GOMEOMORFIZMOM, ESLI OTOBRAVENIQ f I f−1 NEPRERYWNY.

tEOREMA 6. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA. oTOBRAVENIE f :
X → Y QWLQETSQ NEPRERYWNYM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA PROOBRAZ OTNOSITELXNO
f L@BOGO OTKRYTOGO (ZAMKNUTOGO) MNOVESTWA PROSTRANSTWA Y QWLQETSQ OTKRY-
TYM (ZAMKNUTYM) MNOVESTWOM PROSTRANSTWA X.

tEOREMA 7. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA. bIEKTIWNOE OTO-
BRAVENIE f : X → Y QWLQETSQ GOMEOMORFIZMOM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA OB-
RAZ OTNOSITELXNO f L@BOGO OTKRYTOGO (ZAMKNUTOGO) MNOVESTWA PROSTRANSTWA X
QWLQETSQ OTKRYTYM (ZAMKNUTYM) MNOVESTWOM PROSTRANSTWA Y I PROOBRAZ OTNO-
SITELXNO f L@BOGO OTKRYTOGO (ZAMKNUTOGO) MNOVESTWA PROSTRANSTWA Y QWLQETSQ

OTKRYTYM (ZAMKNUTYM) MNOVESTWOM PROSTRANSTWA X.

zADAˆI

1. pUSTX f I g – NEPRERYWNYE OTOBRAVENIQ TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X W

PROSTRANSTWO R S OBYˆNOJ TOPOLOGIEJ. dOKAZATX, ˆTO OTOBRAVENIQ f + g I kf X W R,
OPREDELENNYE USLOWIQMI: (f+g)(x) = f(x)+g(x) I (kf)(x) = kf(x) (x ∈ X) NEPRERYWNY.

2. pUSTX M – METRIˆESKOE PROSTRANSTWO, A ⊂M I x ∈M . rASSMOTRIM RASSTOQNIE
ρ(x,A) = infy∈A ρ(x, y) OT TOˆKI x ∈M DO A, WWWEDENNOE W ZADAˆE 10 RAZDELA 3. dOKAZATX,
ˆTO OTOBRAVENIE ρA : M → R, OPREDELENNOE USLOWIEM ρA(x) = ρ(x,A), NEPRERYWNO.

3. pUSTX O1 I O2 – DWE TOPOLOGII NA MNOVESTWE X. dOKAZATX, ˆTO TOVDESTWENNOE
OTOBRAVENIE X W SEBQ KAK OTOBRAVENIE TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA (X, O1) W TOPO-
LOGIˆESKLE PROSTRANSTWO (X, O2) NEPRERYWNO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA TOPOLOGIQ
O1 SLABEE TOPOLOGII O2.

4. pUSTX X I Y – MNOVESTWA I f : X → Y – PROIZWOLXNOE OTOBRAVENIE. pOKAZATX,
ˆTO f NEPRERYWNO PRI SLEDU@]IH WYBORAH TOPOLOGIJ NA X I Y : A) NA X – DISKRETNAQ
TOPOLOGIQ, NA Y – PROIZWOLXNAQ ; B) NA X – L@BAQ TOPOLOGIQ, NA Y – ANTIDISKRETNAQ.

5. pUSTX f : X → Y – NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA

X W TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO Y . pOKAZATX, ˆTO ONO OSTANETSQ NEPRERYWNYM PRI

ZAMENE TOPOLOGII PROSTRANSTWA X BOLEE SILXNOJ TOPOLOGIEJ, ILI PRI ZAMENE TOPOLOGII
PROSTRANSTWA Y BOLEE SLABOJ TOPOLOGIEJ.

6. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA I A – PREDBAZA TOPOLOGII PRO-
STRANSTWA Y . pOKAZATX, ˆTO OTOBRAVENIE f : X → Y NEPRERYWNO, ESLI DLQ L@BOGO

U ∈ A f−1(U) – OTKRYTOE MNOVESTWO PROSTRANSTWA X.
7. pUSTX f : X → Y – NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X

W TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO (Y,OY ). pOKAZATX, ˆTO SLEDU@]EE MNOVESTWO PODMNO-
VESTW MNOVESTWA X: OX = {f−1(U)|U ∈ OY } QWLQETSQ SAMOJ SLABOJ IZ WSEH TOPOLOGIJ
NA X, DLQ KOTORYH f NEPRERYWNO.

8. pOKAZATX, ˆTO WSE OTKRYTYE INTERWALY (OGRANIˆENNYE I NEOGRANIˆENNYE) PRO-
STRANSTWA R GOMEOMORFNY. pOKAZATX, ˆTO OTKRYTYJ INTERWAL NEGOMEOMORFEN NIKAKOMU
OGRANIˆENNOMU ZAMKNUTOMU INTERWALU.
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9. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA I f : X → Y – BIEKTIWNOE OTOBRA-
VENIE. pOKAZATX, ˆTO f – GOMEOMORFIZM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA TOPOLOGIQ NA Y
QWLQETSQ SAMOJ SILXNOJ IZ WSEH TOPOLOGIJ, DLQ KOTORYH f NEPRERYWNO.

10. dOKAZATX, ˆTO OTOBRAVENIE f : X → Y TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X W

TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO Y NEPRERYWNO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ L@BOGO
PODMNOVESTWA A PROSTRANSTWA Y f−1(Ao) ⊂ (f−1(A))o.

11. dOKAZATX, ˆTO OTOBRAVENIE f : X → Y TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X W

TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO Y NEPRERYWNO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ L@BOGO
PODMNOVESTWA A PROSTRANSTWA X f(Ā) ⊂ f(A).

5. pODPROSTRANSTWO TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA

pUSTX A – PODMNOVESTWO TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X. iNDUCIROWANNOJ TOPO-
LOGIEJ NA PODMNOVESTWE A NAZYWAETSQ MNOVESTWO PERESEˆENIJ WSEH OTKRYTYH MNOVESTW
PROSTRANSTWA X S A. mNOVESTWO A S INDUCIROWANNOJ NA NEM TOPOLOGIEJ NAZYWAETSQ

PODPROSTRANSTWOM TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X.

tEOREMA 8. mNOVESTWO ZAMKNUTYH MNOVESTW PODPROSTRANSTWA A TOPOLOGI-
ˆESKOGO PROSTRANSTWA X SOWPADAET S MNOVESTWOM PERESEˆENIJ ZAMKNUTYH MNOVE-
STWA PROSTRANSTWA X S A.

zADAˆI

1. pOKAZATX, ˆTO INDUCIROWANNAQ TOPOLOGIQ NA PODMNOVESTWE TOPOLOGIˆESKOGO PRO-
STRANSTWA S DISKRETNOJ (ANTIDISKRETNOJ) TOPOLOGIEJ QWLQETSQ DISKRETNOJ (ANTIDIS-
KRETNOJ).

2. pUSTX X – TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO I A ⊂ X – OTKRYTOE (ZAMKNUTOE) MNO-
VESTWO. pOKAZATX, ˆTO MNOVESTWO OTKRYTYH (ZAMKNUTYH) MNOVESTW PODPROSTRANSTWA
A SOWPADAET S MNOVESTWOM OTKRYTYH (ZAMKNUTYH) MNOVESTW PROSTRANSTWA X, SODER-
VA]IHSQ W A.

3. pUSTX X – TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO I A ⊂ X. dOKAZATX, ˆTO MNOVESTWO
OKRESTNOSTEJ TOˆKI x ∈ A SOWPADAET S MNOVESTWOM PERESEˆENIJ OKRESTNOSTEJ TOˆKI x
W X S PODMNOVESTWOM A.

4. pUSTX M – METRIˆESKOE PROSTRANSTWO I A ⊂M . pOKAZATX, ˆTO INDUCIROWANNAQ
TOPOLOGIQ NA A SOWPADAET S TOPOLOGIEJ A KAK METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA S INDUCIRO-
WANNOJ METRIKOJ.

5. pUSTX B – BAZA TOPOLOGII TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X I A ⊂ X. pOKAZATX,
ˆTO MNOVESTWO PODMNOVESTW BA = {U ∩ A |U ∈ B} – BAZA TOPOLOGII PODPROSTRANSTWA
A.

6. pUSTX {Ui}i∈I – POKRYTIE TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X OTKRYTYMI MNOVE-
STWAMI. pOKAZATX, ˆTO ESLI Bi – BAZA TOPOLOGII PODPROSTRANSTWA Ui, TO ∪i∈IBi – BAZA
TOPOLOGII PROSTRANSTWA X.

7. pOKAZATX, ˆTO INDUCIROWANNAQ TOPOLOGIQ NA PODMNOVESTWE A TOPOLOGIˆESKOGO

PROSTRANSTWA X DISKRETNA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA KAVDAQ TOˆKA A IMEET W X
OKRESTNOSTX, NE SODERVA]U@ DRUGIH TOˆEK A. wYWESTI OTS@DA, ˆTO TOPOLOGIQ, INDUCI-
ROWANNAQ NA MNOVESTWE Z CELYH DEJSTWITELXNYH ˆISEL KAK PODMNOVESTWE PROSTRANSTWA

R S OBYˆNOJ TOPOLOGIEJ, DISKRETNA.
8. pUSTX A I B – PODMNOVESTWA TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X I B ⊂ A. pO-

KAZATX, ˆTO WNUTRENNOSTX B W PROSTRANSTWE X SODERVITSQ WO WNUTRENNOSTI B KAK

PODMNOVESTWE PODPROSTRANSTWA A. rASSMOTRETX SLUˆAJ, KOGDA X = R, A = [a, b] I
B = [a, c] (a < c < b) I NAJTI WNUTRENNOSTI B W R I A.
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9. pUSTX A I B – PODMNOVESTWA TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X. pOKAZATX, ˆTO
PERESEˆENIE ZAMYKANIQ B W PROSTRANSTWE X S A SODERVIT ZAMYKANIE A ∩ B W PODPRO-
STRANSTWE A.

10. pUSTX X – TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO, A ⊂ X I B ⊂ A. pOKAZATX, ˆTO
ZAMYKANIE B W PODPROSTRANSTWE A SOWPADAET S B̄ ∩ A, GDE B̄ – ZAMYKANIE B W X.

11. pUSTX X – TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO, A ⊂ X – PODPROSTRANSTWO I i : A→ X
– WLOVENIE, T.E. DLQ L@BOGO x ∈ X i(x) = x ∈ X. pOKAZATX, ˆTO INDUCIROWANNAQ TOPO-
LOGIQ NA PODMNOVESTWE A TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X QWLQETSQ SAMOJ SLABOJ IZ

WSEH TOPOLOGIJ, DLQ KOTORYH WLOVENIE i NEPRERYWNO. wYWESTI OTS@DA, ˆTO OGRANIˆENIE
f |A : A → Y NEPRERYWNOGO OTOBRAVENIQ f : X → Y PROSTRANSTWA X W TOPOLOGIˆESKOE

PROSTRANSTWO Y NA PODPROSTRANSTWO A NEPRERYWNO.
12. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA, B ⊂ Y , I f : X → Y – TA-

KOE NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE, ˆTO f(X) ⊂ B. pOKAZATX, ˆTO f KAK OTOBRAVENIE X W

PODPROSTRANSTWO B TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA Y NEPRERYWNO.

6. hAUSDORFOWOSTX. kOMPAKTNOSTX

tOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ HAUSDORFOWYM, ESLI ONO UDOWLETWORQET
SLEDU@]EJ AKSIOME hAUSDORFA: L@BYE DWE RAZLIˆNYE TOˆKI PROSTRANSTWA IME@T NEPE-
RESEKA@]IESQ OKRESTNOSTI.

tEOREMA 9. pODPROSTRANSTWO HAUSDORFOWA PROSTRANSTWA QWLQETSQ HAUSDORFO-
WYM PROSTRANSTWOM. mETRIˆESKOE PROSTRANSTWO QWLQETSQ HAUSDORFOWYM PROSTRAN-
STWOM.

hAUSDORFOWO PROSTRANSTWO X NAZYWAETSQ KOMPAKTNYM, ESLI ONO UDOWLETWORQET

SLEDU@]EJ AKSIOME bORELQ-lEBEGA: L@BOE POKRYTIE PROSTRANSTWA X OTKRYTYMI MNO-
VESTWAMI SODERVIT KONEˆNOE PODPOKRYTIE.

pODMNOVESTWO TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA NAZYWAETSQ KOMPAKTNYM MNOVE-
STWOM, ESLI ONO KOMPAKTNO KAK PODPROSTRANSTWO.

tEOREMA 10. pUSTX X I Y – HAUSDORFOWY PROSTRANSTWA I f : X → Y – NEPRE-
RYWNOE OTOBRAVENIE. oBRAZ L@BOGO KOMPAKTNOGO MNOVESTWA PROSTRANSTWA X OT-
NOSITELXNO f QWLQETSQ KOMPAKTNYM MNOVESTWOM PROSTRANSTWA Y .

mNOVESTWO PODMNOVESTW MNOVESTWA X NAZYWAETSQ CENTRIROWANNYM, ESLI PERESE-
ˆENIE L@BOGO EGO KONEˆNOGO PODMNOVESTWA NEPUSTO.

tEOREMA 11. aKSIOMA bORELQ-lEBEGA “KWIWALENTNA SLEDU@]EJ AKSIOME: PERESE-
ˆENIE L@BOGO CENTRIROWANNOGO SEMEJSTWA ZAMKNUTYH MNOVESTW NEPUSTO.

tEOREMA 12. pODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA Rn QWLQETSQ KOMPAKTNYM TOGDA

I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONO OGRANIˆENO I ZAMKNUTO W Rn.

hAUSDORFOWO PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ LOKALXNO KOMPAKTNYM, ESLI L@BAQ EGO TOˆ-
KA IMEET KOMPAKTNU@ OKRESTNOSTX.

zADAˆI

1. dOKAZATX, ˆTO W TOPOLOGIˆESKOM PROSTRANSTWE X WSE ODNO“LEMENTNYE PODMNO-
VESTWA ZAMKNUTY TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA U L@BOJ IZ DWUH RAZLIˆNYH TOˆEK PRO-
STRANSTWA X SU]ESTWUET TAKAQ OKRESTNOSTX, KOTORAQ NE SODERVIT DRUGU@ TOˆKU.
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2. pOKAZATX, ˆTO PROSTRANSTWO S DISKRETNOJ TOPOLOGIEJ HAUSDORFOWO, A PROSTRAN-
STWO S ANTIDISKRETNOJ TOPOLOGIEJ NEHAUSDORFOWO, ESLI ONO SODERVIT BOLEE ODNOJ TOˆ-
KI.

3. pOKAZATX, ˆTO W HAUSDORFOWOM PROSTRANSTWE TOPOLOGIQ, INDUCIROWANNAQ NA L@-
BOM KONEˆNOM PODMNOVESTWE, DISKRETNA.

4. pOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIQ BOLEE SILXNAQ, ˆEM HAUSDORFOWA, TAKVE HAUSDORFOWA.
5. uKAZATX WSE SHODQ]IESQ POSLEDOWATELXNOSTI W PROSTRANSTWE S DISKRETNOJ I

ANTIDISKRETNOJ TOPOLOGIEJ.
6. pOKAZATX, ˆTO W HAUSDORFOWOM PROSTRANSTWE PREDEL SHODQ]EJSQ POSLEDOWATELX-

NOSTI OPREDELEN ODNOZNAˆNO.
7. dOKAZATX, ˆTO AKSIOMA hAUSDORFA “KWIWALENTNA SLEDU@]EMU UTWERVDENI@: PE-

RESEˆENIE WSEH ZAMKNUTYH OKRESTNOSTEJ L@BOJ TOˆKI x ESTX {x}.
8. pOKAZATX, ˆTO ESLI DLQ L@BOJ PARY x I y RAZLIˆNYH TOˆEK TOPOLOGIˆESKOGO

PROSTRANSTWA X SU]ESTWUET TAKOE NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE f : X → Y , ˆTO f(x) 6=
f(y), TO PROSTRANSTWO X – HAUSDORFOWO.

9. pUSTX f I g – NEPRERYWNYE OTOBRAVENIQ TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X W

HAUSDORFOWO TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO Y . pOKAZATX, ˆTO MNOVESTWO TOˆEK x ∈ X
TAKIH, ˆTO f(x) = g(x), ZAMKNUTO.

10. pUSTX f1, f2 : X → Y – NEPRERYWNYE OTOBRAVENIQ TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRAN-
STWA X W HAUSDORFOWO TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO Y . pOKAZATX, ˆTO ESLI f1 I f2

SOWPADA@T NA NEKOTOROM WS@DU PLOTNOM PODMNOVESTWE A PROSTRANSTWA X (T.E. Ā = X),
TO ONI SOWPADA@T NA WSEM X.

11. dOKAZATX, ˆTO DISKRETNAQ TOPOLOGIQ NA MNOVESTWE X KOMPAKTNA TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA X – KONEˆNOE MNOVESTWO.
12. dOKAZATX, ˆTO WSQKOE TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO, SODERVA]EE TOLXKO KONEˆ-

NOE MNOVESTWO TOˆEK, UDOWLETWORQET AKSIOME bORELQ-lEBEGA, NO NE OBQZATELXNO HAUS-
DORFOWO.

13. pUSTX X – BESKONEˆNOE MNOVESTWO, NADELIM EGO TOPOLOGIEJ, W KOTOROJ ZAMKNU-
TYMI MNOVESTWAMI QWLQ@TSQ TOLXKO X I EGO KONEˆNYE PODMNOVESTWA. dOKAZATX, ˆTO
TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO X UDOWLETWORQET AKSIOME bORELQ-lEBEGA, NO NE HAUSDOR-
FOWO.

14. pOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO, SODERVA]EE BOLEE DWUH TOˆEK, S
ANTIDISKRETNOJ TOPOLOGIEJ UDOWLETWORQET AKSIOME bORELQ-lEBEGA, NO NE HAUSDORFOWO.
pOKAZATX, ˆTO W “TOM PROSTRANSTWE SU]ESTWU@T TAKIE KOMPAKTNYE MNOVESTWA, KOTORYE
NE ZAMKNUTY.

15. dOKAZATX, ˆTO HAUSDORFOWO TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO KOMPAKTNO TOGDA I
TOLXKO TOGDA, KOGDA L@BOE CENTRIROWANNOE SEMEJSTWO EGO PODMNOVESTW IMEET OB]U@
TOˆKU PRIKOSNOWENIQ.

16. pRIWESTI PRIMERY KOMPAKTNYH I NEKOMPAKTNYH MNOVESTW PROSTRANSTWA Rn

PRI n = 1, 2, 3.
17. pOKAZATX, ˆTO ZAMKNUTYJ [AR PROSTRANSTWA Rn NE GOMEOMORFEN NIKAKOMU OT-

KRYTOMU [ARU “TOGO PROSTRANSTWA.
18. pOKAZATX, ˆTO BESKONEˆNOE MNOVESTWO S DISKRETNOJ TOPOLOGIEJ NE KOMPAKTNO,

NO LOKALXNO KOMPAKTNO.
19. pUSTX X – KOMPAKTNOE TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO, x ∈ X I F – ZAMKNUTOE

MNOVESTWO W X, NE SODERVA]EE x. dOKAZATX, ˆTO SU]ESTWUET TAKAQ OKRESTNOSTX TOˆKI
x I TAKOE OTKRYTOE MNOVESTWO, SODERVA]EE F , KOTORYE NE PERESEKA@TSQ.
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20. pUSTX X – KOMPAKTNOE TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO, F1 I F2 – NEPERESEKA@]I-
ESQ ZAMKNUTYE MNOVESTWA W X. dOKAZATX, ˆTO SU]ESTWU@T TAKIE OTKRYTYE MNOVESTWA,
SODERVA]IE F1 I F2, KOTORYE NE PERESEKA@TSQ.

21. pUSTX f – NEPRERYWNOE BIEKTIWNOE OTOBRAVENIE KOMPAKTNOGO TOPOLOGIˆESKOGO
PROSTRANSTWA W HAUSDORFOWO TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO. pOKAZATX, ˆTO f – GOMEO-
MORFIZM.

22. pUSTX X – KOMPAKTNOE PROSTRANSTWO I f : X → R – NEPRERYWNOE OTOBRAVE-
NIE. pOKAZATX, ˆTO OTOBRAVENIE f OGRANIˆENO I DOSTIGAET NA X SWOEGO NAIMENX[EGO I

NAIBOLX[EGO ZNAˆENIJ.
23. pOKAZATX, ˆTO PROSTRANSTWO Rn LOKALXNO KOMPAKTNO.

7. sWQZNOSTX

tOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ SWQZNYM, ESLI EGO NELXZQ PREDSTAWITX W
WIDE OB˙EDINENIQ DWUH NEPUSTYH NEPERESEKA@]IHSQ OTKRYTYH MNOVESTW. pODMNOVE-
STWO TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA NAZYWAETSQ SWQZNYM MNOVESTWOM, ESLI ONO SWQZNO
KAK PODPROSTRANSTWO.

tEOREMA 13. zAMYKANIE SWQZNOGO MNOVESTWA – SWQZNOE MNOVESTWO. oB˙EDI-
NENIE MNOVESTWA SWQZNYH MNOVESTW TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA, PERESEˆENIE
KOTOROGO NEPUSTO, QWLQETSQ SWQZNYM MNOVESTWOM.

tEOREMA 14. pODMNOVESTWO ˆISLOWOJ PRQMOJ R QWLQETSQ SWQZNYM MNOVESTWOM

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONO LIBO ODNOTOˆEˆNO, LIBO QWLQETSQ OTKRYTYM (OGRA-
NIˆENNYM ILI NEOGRANIˆENNYM) INTERWALOM, LIBO POLUˆAETSQ IZ OTKRYTOGO INTER-
WALA PRISOEDINENIEM ODNOGO ILI OBOIH KONCOW (ESLI ONI – DEJSTWITELXNYE ˆISLA).

tOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ LOKALXNO SWQZNYM, ESLI L@BAQ EGO TOˆKA
IMEET FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU SWQZNYH OKRESTNOSTEJ.

zADAˆI

1. pOKAZATX, ˆTO PROSTRANSTWO S ANTIDISKRETNOJ TOPOLOGIEJ WSEGDA SWQZNO, A S
DISKRETNOJ TOPOLOGIEJ SWQZNO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONO SODERVIT NE BOLEE ODNOJ
TOˆKI.

2. pRIWESTI PRIMERY TAKIH DWUH SWQZNYH MNOVESTW NA ˆISLOWOJ PRQMOJ I NA

PLOSKOSTI, ˆTO A) IH OB˙EDINENIE NE SWQZNO ; B) IH PERESEˆENIE NE SWQZNO .
3. dOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO X NESWQZNO TOGDA I TOLXKO TOGDA,

KOGDA SU]ESTWUET TAKOE NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE f : X → R, ˆTO f(X) = {0, 1}.
4. pRIWESTI PRIMER NEPRERYWNOGO OTOBRAVENIQ f NESWQZNOGO TOPOLOGIˆESKOGO PRO-

STRANSTWA X W TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO Y , DLQ KOTOROGO f(X) – SWQZNOE MNOVESTWO.
5. pOKAZATX, ˆTO OTKRYTYJ (ZAMKNUTYJ) [AR PROSTRANSTWA Rn – SWQZNOE MNOVE-

STWO. wYWESTI OTS@DA, ˆTO PROSTRANSTWO Rn LOKALXNO SWQZNO.
6. pOKAZATX, ˆTO EDINIˆNAQ OKRUVNOSTX NA PLOSKOSTI R2 SWQZNA KAK PODPROSTRAN-

STWO R2.
7. pUSTX {An} (n = 1, 2, . . . ) – POSLEDOWATELXNOSTX SWQZNYH MNOVESTW TOPOLOGI-

ˆESKOGO PROSTRANSTWA, DLQ KOTORYH An ∩ An+1 6= ∅. dOKAZATX, ˆTO ∪∞n=1An – SWQZNOE

MNOVESTWO.
8. pOKAZATX, ˆTO PODMNOVESTWO MNOVESTWA RACIONALXNYH ˆISEL S OBYˆNOJ TOPOLO-

GIEJ SWQZNO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONO ODNOTOˆEˆNO.
9. pUSTX f : X → R – NEPRERYWNAQ FUNKCIQ NA SWQZNOM TOPOLOGIˆESKOM PROSTRAN-

STWE X. dOKAZATX, ˆTO DLQ L@BYH TOˆEK x, y ∈ X f(X) SODERVIT INTERWAL S KONCAMI
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f(x) I f(y). w ˆASTNOSTI, ESLI f(x) < 0 I f(y) > 0, TO SU]ESTWUET TAKAQ TOˆKA z ∈ X,
ˆTO f(z) = 0.

10. pUSTX A I B – ZAMKNUTYE MNOVESTWA TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA. dOKAZATX,
ˆTO ESLI A ∩B I A ∪B – SWQZNYE MNOVESTWA, TO A I B – TAKVE SWQZNYE MNOVESTWA.

11. rASSMOTRIM PODPROSTRANSTWO PLOSKOSTI R2, QWLQ@]EESQ OB˙EDINENIEM MNO-
VESTWA PRQMYH, PROHODQ]IH ˆEREZ NAˆALO KOORDINAT, UGLOWYE KO“FFICIENTY KOTORYH

PROBEGA@T WSE RACIONALXNYE ˆISLA. pOKAZATX, ˆTO “TO PODPROSTRANSTWO SWQZNO, NO NE
LOKALXNO SWQZNO.

12. pOKAZATX, ˆTO OGRANIˆENNYJ ZAMKNUTYJ INTERWAL ˆISLOWOJ PRQMOJ NE GOMEO-
MORFEN OKRUVNOSTI.

8. pROIZWEDENIE TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW. fAKTORPROSTRANSTWO
TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA

pROIZWEDENIEM TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW (X,OX) I (Y,OY ) NAZYWAETSQ MNO-
VESTWO X×Y S TOPOLOGIEJ, BAZOJ KOTOROJ SLUVIT MNOVESTWO PODMNOVESTW WIDA U×V ,
GDE U ∈ OX I V ∈ OY .

pROEKCIQMI PROIZWEDENIQ X × Y TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW X I Y NAZYWA@TSQ

OTOBRAVENIQ p1 : X × Y → X I p2 : X × Y → Y , OPREDELENNYE USLOWIQMI p1((x, y)) = x
I p2((x, y)) = y (x ∈ X, y ∈ Y ).

tEOREMA 15. tOPOLOGIQ PROIZWEDENIQ X × Y TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW X I

Y QWLQETSQ SAMOJ SLABOJ IZ WSEH TOPOLOGIJ NA X × Y , DLQ KOTORYH PROEKCII p1 I p2

NEPRERYWNY.

tEOREMA 16. pROIZWEDENIE X × Y TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW X I Y KOM-
PAKTNO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA EGO SOMNOVITELI X I Y KOMPAKTNY.

tEOREMA 17. pROIZWEDENIE X × Y TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW X I Y SWQZNO

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA EGO SOMNOVITELI X I Y SWQZNY.

pUSTX X – MNOVESTWO I ε – OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI NA X. mNOVESTWO KLASSOW
OTNO[ENIQ ε NAZYWAETSQ FAKTORMNOVESTWOM I OBOZNAˆAETSQ ˆEREZ X/ε. oTOBRAVENIE
p : X → X/ε, KOTOROE KAVDOJ TOˆKE X STAWIT W SOOTWETSTWIE SODERVA]IJ EE KLASS,
NAZYWAETSQ PROEKCIEJ.

pUSTX X – TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO. fAKTORPROSTRANSTWOM X PO OTNO[E-
NI@ “KWIWALENTNOSTI ε NA X NAZYWAETSQ FAKTORMNOVESTWO X/ε, SNABVENNOE SAMOJ
SILXNOJ IZ WSEH TOPOLOGIJ, DLQ KOTORYH PROEKCIQ p : X → X/ε – NEPRERYWNOE OTO-
BRAVENIE.

tEOREMA 18. pODMNOVESTWO FAKTORPROSTRANSTWA X/ε TOPOLOGIˆESKOGO PRO-
STRANSTWA X QWLQETSQ OTKRYTYM (ZAMKNUTYM) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA EGO
PROOBRAZ OTNOSITELXNO PROEKCII p – OTKRYTOE (ZAMKNUTOE) MNOVESTWO PROSTRAN-
STWA X.

tEOREMA 19. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA I ε – OTNO[ENIE

“KWIWALENTNOSTI NA X. oTOBRAVENIE f : X/ε → Y NEPRERYWNO TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA OTOBRAVENIE – NEPRERYWNO. f ◦ p : X → Y NEPRERYWNO.

zADAˆI

1. pUSTX Bi – BAZA TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA Xi (i = 1, 2). dOKAZATX, ˆTO
MNOVESTWO PODMNOVESTW WIDA U1 × U2, GDE U1 ∈ B1 I U2 ∈ B2, QWLQETSQ BAZOJ TOPOLO-
GIˆESKOGO PROSTRANSTWA X1 ×X2.
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2. pOKAZATX, ˆTO PROIZWEDENIQ X × Y I Y ×X TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW X I Y
GOMEOMORFNY.

3. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA, A ⊂ X I B ⊂ Y . pOKAZATX, ˆTO
TOPOLOGIQ, INDUCIROWANNAQ NA A × B, SOWPADAET S TOPOLOGIEJ PROIZWEDENIQ PODPRO-
STRANSTW A I B.

4. pUSTX Fi – ZAMKNUTOE MNOVESTWO TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA Xi (i = 1, 2).
pOKAZATX, ˆTO F1 × F2 – ZAMKNUTOE MNOVESTWO TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA X1 ×X2.

5. pOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIQ PROIZWEDENIQ TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW S DISKRET-
NOJ (ANTIDISKRETNOJ) TOPOLOGIEJ DISKRETNA (ANTIDISKRETNA).

6. pOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIQ PROSTRANSTWA Rn KAK PROIZWEDENIQ SOWPADAET S EGO

TOPOLOGIEJ KAK METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA.
7. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE POSTRANSTWA, A ⊂ X I B ⊂ Y . pOKAZATX, ˆTO

WYPOLNQ@TSQ SLEDU@]IE RAWENSTWA: (A×B)o = Ao ×Bo I A×B = A×B.
8. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA, A ⊂ X × Y I a ∈ X. sREZOM

PODMNOVESTWA A PO “LEMENTU a NAZYWAETSQ MNOVESTWO TAKIH TOˆEK y ∈ Y , ˆTO (a, y) ∈ A.
dOKAZATX, ˆTO SREZ OTKRYTOGO (ZAMKNUTOGO) MNOVESTWA PROIZWEDENIQ X×Y – OTKRYTOE
(ZAMKNUTOE) MNOVESTWO.

9. dOKAZATX, ˆTO PROEKCII PROIZWEDENIQ X × Y TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW X I

Y NA SOMNOVITELI – OTKRYTYE OTOBRAVENIQ, T.E. PROEKCII OTKRYTYH MNOVESTW X × Y
– OTKRYTYE MNOVESTWA SOOTWETSTWU@]IH SOMNOVITELEJ.

10. pUSTX X – TOPOLOGIˆESKOE PROSTRANSTWO I ∆ – PODMNOVESTWO X × X, OBRA-
ZOWANNOE TOˆKAMI WIDA (x, x), GDE x ∈ X. dOKAZATX, ˆTO PROSTRANSTWO X HAUSDORFOWO

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ∆ – ZAMKNUTOE MNOVESTWO W X × Y .
11. pUSTX X1, X2 I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA, f : X1 × X2 → Y – NEPRE-

RYWNOE OTOBRAVENIE I a ∈ X1. pOKAZATX, ˆTO OTOBRAVENIE fa : X2 → Y , OPREDELENNOE
RAWENSTWOM fa(x) = f(a, x) (x ∈ X2), NEPRERYWNO.

12. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA I f : X → Y – NEPRERYWNOE

OTOBRAVENIE. gRAFIKOM f NAZYWAETSQ PODMNOVESTWO Γ(f) PROIZWEDENIQ X × Y , OBRAZO-
WANNOE TOˆKAMI WIDA (x, f(x)), GDE x ∈ X. dOKAZATX, ˆTO Γ(f) – ZAMKNUTOE MNOVESTWO
PROSTRANSTWA X × Y , ESLI Y – HAUSDORFOWO PROSTRANSTWO.

13. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA, x ∈ X I y ∈ Y . dOKAZATX,
ˆTO MNOVESTWO PODMNOVESTW X × Y WIDA A × B, GDE A – OKRESTNOSTX TOˆKI x I B –
OKRESTNOSTX TOˆKI y, QWLQETSQ FUNDAMENTALXNOJ SISTEMOJ OKRESTNOSTEJ TOˆKI (x, y) ∈
X × Y .

14. pOKAZATX, ˆTO PROIZWEDENIE LOKALXNO KOMPAKTNYH PROSTRANSTW LOKALXNO KOM-
PAKTNO.

15. pOKAZATX, ˆTO PROIZWEDENIE LOKALXNO SWQZNYH PROSTRANSTW LOKALXNO SWQZNO.
16. pOKAZATX, ˆTO TOPOLOGIQ FAKTORPROSTRANSTWA TOPOLOGIˆESKOGO PROSTRANSTWA S

DISKRETNOJ (ANTIDISKRETNOJ) TOPOLOGIEJ DISKRETNA (ANTIDISKRETNA).
17. pUSTX X I Y – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA, f : X → Y – NEPRERYWNOE OTOBRA-

VENIE I εf – OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI NA X, KLASSAMI KOTOROGO SLUVAT PROOBRAZY
f−1(y) TOˆEK y ∈ Y . pOKAZATX, ˆTO SU]ESTWUET EDINSTWENNOE NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE

f̃ : X/εf → Y TAKOE, ˆTO f̃ ◦ p = f .
18. pUSTX f – PROEKCIQ PROIZWEDENIQ X × Y TOPOLOGIˆESKIH PROSTRANSTW X I Y

NA i-YJ (i=1,2) SOMNOVITELX. tOGDA OTOBRAVENIE f̃ , OPREDELENNOE W ZADAˆE 17, GOMEO-
MORFIZM.
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19. pUSTX X1 I X2 – TOPOLOGIˆESKIE PROSTRANSTWA, f : X1 → X2 – NEPRERYWNOE

OTOBRAVENIE I εi – OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI NA Xi (i = 1, 2). pREDPOLOVIM, ˆTO
OTNO[ENIQ ε1 I ε2 SOGLASOWANY S f , T.E. ESLI x, y ∈ X1 I (x, y) ∈ ε1, TO (f(x), f(y)) ∈ ε2.

pOKAZATX, ˆTO SU]ESTWUET EDINSTWENNOE NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE f̃ : X1/ε1 → X2/ε2
TAKOE, ˆTO f̃ ◦ p1 = p2 ◦ f , GDE pi : Xi → Xi/εi – PROEKCII.

20. pUSTX X – PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA Rn, POLUˆENNOE IZ Rn WYBRASYWA-
NIEM TOˆKI 0, I ε – OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI NA X, KLASSAMI KOTOROGO QWLQ@TSQ
LUˆI PROSTRANSTWA Rn S NAˆALOM W TOˆKE 0. pOKAZATX, ˆTO FAKTORPROSTRANSTWO X/ε
GOMEOMORFNO n-MERNOJ SFERE Sn−1. wYWESTI OTS@DA SWQZNOSTX SFERY Sn−1.

21. pUSTX ε – OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI NA ˆISLOWOJ PRQMOJ R, ZADANNOE SLEDU-
@]IM USLOWIEM :

(x, y) ∈ ε⇐⇒ x− y ∈ N,

GDE N – MNOVESTWO CELYH ˆISEL I x, y ∈ R. pOKAZATX, ˆTO FAKTORPROSTRANSTWO R/ε
GOMEOMORFNO EDINIˆNOJ OKRUVNOSTI S1 KAK PODPROSTRANSTWA PLOSKOSTI R2.

9. sEPARABELXNOSTX I POLNOTA METRIˆESKIH PROSTRANSTW

mETRIˆESKOE PROSTRANSTWOM NAZYWAETSQ SEPARABELXNYM, ESLI ONO SODERVIT SˆET-
NOE WS@DU PLOTNOE PODMNOVESTWO A.

pOSLEDOWATELXNOSTX {xn} TOˆEK METRIˆESKOGO PROSTRANSTWA NAZYWETSQ POSLEDOWA-
TELXNOSTX@ kO[I, ESLI DLQ L@BOGO ε > 0 SU]ESTWUET TAKOJ NOMER N , ˆTO DLQ L@BYH
m,n > N ρ(xm, xn) < ε. mETRIˆESKOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ POLNYM, ESLI L@BAQ EGO
POSLEDOWATELXNOSTX kO[I SHODITSQ.

mETRIˆESKOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ WPOLNE OGRANIˆENNYM, ESLI DLQ L@BOGO ε >
0 ONO POKRYWAETSQ KONEˆNYM ˆISLOM OTKRYTYH [AROW RADIUSA ε.

zADAˆI

1. pOKAZATX, ˆTO PROSTRANSTWO Rn SEPARABELXNO.
2. pOKAZATX, ˆTO METRIˆESKOE PROSTRANSTWO l2 UPRAVNENIQ 14 RAZDELA 2 SEPARA-

BELXNO.
3. pOKAZATX, ˆTO METRIˆESKOE PROSTRANSTWO, TOPOLOGIQ KOTOROGO DISKRETNA, – POL-

NOE PROSTRANSTWO.
4. dOKAZATX, ˆTO METRIˆESKOE PROSTRANSTWO POLNO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

L@BAQ UBYWA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX WLOVENNYH DRUG W DRUGA ZAMKNUTYH [AROW, RA-
DIUSY KOTORYH STREMQTSQ K NUL@, IMEET NEPUSTOE PERESEˆENIE.

5. pUSTX M – POLNOE METRIˆESKOE PROSTRANSTWO I x TAKAQ TOˆKA M , ˆTO x ∈
M \ {x}. pOKAZATX, ˆTO METRIˆESKOE PROSTRANSTWO M \{x} S INDUCIROWANNOJ METRIKOJ
NEPOLNO.

6. pOKAZATX, ˆTO PODPROSTRANSTWO WPOLNE OGRANIˆENNOGO METRIˆESKOGO PROSTRAN-
STWA WPOLNE OGRANIˆENO.

7. pOKAZATX, ˆTO METRIˆESKOE PROSTRANSTWO l2 UPRAVNENIQ 14 RAZDELA 2 POLNO.




