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17 ìàðòà 2018 ã.

1. Åñëè âñå êàñàòåëüíûå ïëîñêîé êðèâîé äëèíû L ïåðåñåêàþò êðóã ðàäèóñà ε, òî

max
[0,L]

|k(s)| ≤ ε

(a+ L)L
,

ãäå a � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà êðèâîé äî öåíòðà êðóãà. À â ïðîñòðàíñòâå?

2. Ïóñòü γ(s) ïëîñêàÿ êðèâàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà l òàêàÿ,
÷òî ïëîùàäü ìåæäó êàñàòåëüíîé è îòðåçêîì êðèâîé äëèíû l ïîñòîÿííà è ðàâíà
S äëÿ êàæäîé òî÷êè íà êðèâîé. Âåðíî ëè, ÷òî êðèâèçíà êðèâîé äîëæíà áûòü
ïîñòîÿííîé?

3. Ïóñòü γ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ íàòóðàëüíî âåêòîð-ôóíêöèåé
r⃗(s). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α � óãîë ìåæäó r⃗(s) è âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè êðèâîé.
Ïîëîæèì r = |r⃗(s)|. Ïîêàæèòå, ÷òî

r′ = sinα, α′ = k +
cosα

r
,

ãäå k - êðèâèçíà êðèâîé.

4. Ïóñòü γ⃗ � êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E3, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ íàòóðàëüíî
âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗(s). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α � óãîë ìåæäó r⃗(s) è âåêòîðîì ãëàâíîé
íîðìàëè êðèâîé, à ÷åðåç θ � óãîë ìåæäó r⃗(s) è åäèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè
ïîâåðõíîñòè. Ïîëîæèì r = |r⃗(s)|. Ïîêàæèòå, ÷òî

r′ = sinα sin θ,

α′ = ctg θ(kn cosα− κg sinα) + kg +
cosα

r sin θ
,

θ′ = kn sin θ + κg cos θ +
sinα cos θ

r
,

ãäå kg, kn è κg � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà, íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà è ãåîäåçè÷åñêîå
êðó÷åíèå êðèâîé, ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç β � óãîë ìåæäó r⃗(s) è âåêòîðîì êàñàòåëüíîé êðèâîé γ⃗. Òîãäà

cos β = sinα sin θ.
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5. Ïóñòü (u, v) � êîîðäèíàòû òî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì òî÷êè (x, y, z) ïðè ñòå-
ðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç âåðõíåé ïîëîâèíû äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà
x2 + y2 − z2 = −1, Äîêàæèòå, ÷òî

x =
2u

1− u2 − v2
, y =

2v

1− u2 − v2
, z =

1 + u2 + v2

1− u2 − v2
.

6. Ïóñòü (u, v) � êîîðäèíàòû òî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì òî÷êè (x, y, z) ïðè ñòå-
ðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç ñåâåðíîãî ïîëþñà ñôåðû x2+y2+z2 = 1. Äîêàæèòå,
÷òî

x =
2u

1 + u2 + v2
, y =

2v

1 + u2 + v2
, z =

1− u2 − v2

1 + u2 + v2
.

7. Ïóñòü {x(t), y(t)} êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè ñ êîíôîðìíîé ìåòðèêîé

ds2 = eA(dx2 + dy2).

Ïîêàæèòå, ÷òî åå ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ôîðìóëîé

kg = e−Ak0 −
⟨
νg, gradA

⟩
= e−Ak0 − dA(νg),

ãäå k0 � êðèâèçíà ýòîé êðèâîé íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, à νg � åäèíè÷íûé
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé âåêòîð ãåîäåçè÷åñêîé íîðìàëè êðèâîé.

8. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâûìè ïîñòîÿííîé ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû íà ñôåðå ÿâëÿþò-
ñÿ îêðóæíîñòè è òîëüêî îíè.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñôåðû íà ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñ-
êîñòü ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì, ïðèâîäÿùèì ïåðâóþ êâàäðàòè÷-
íóþ ôîðìó ñôåðû ðàäèóñà R ê âèäó:

ds2 =
4R4

(R2 + x2 + y2)2
(dx2 + dy2)

10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç ñåâåðíîãî ïîëþñà ñôåðû
îêðóæíîñòè, íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïîëþñ, ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè íà ïëîñêî-
ñòè, à îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïîëþñ � â ïðÿìûå.

11. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ñôåðû íà ýêâàòîðèàëüíóþ
ïëîñêîñòü, ïðîîáðàçîì îêðóæíîñòè

x = a+ r cos t, b+ r sin t

ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé

kg =
1

2

R2 − r2 + a2 + b2

R2r
,
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à ïðÿìàÿ
x = a1t+ b1, y = a2t+ b2

â îêðóæíîñòü ñ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé

kg =
a1b2 − a2b1√

a21 + a22
.

12. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Íàé-
äèòå îáðàç âåêòîðà {1, 1}, êàñàòåëüíîãî ê ñôåðå â òî÷êå (u, v) = (π/4, 0).

13. Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà îêðóæíîñòè âíåøíåãî ðàäèóñà r íà ñôå-
ðå ðàäèóñà R ðàâíà

kg =

√
R2 − r2

Rr

14. Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé Ïóàíêàðå ds2 = R2(dx2+dy2)
y2

(y > 0) ãåî-
äåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà kg åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè

{x = x0 + r cos t, y = y0 + r sin t}

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

kg =
y0
Rr

,

à ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà åâêëèäîâîé ïðÿìîé

{x = a1t+ b1, y = a2t+ b2}

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

kg =
1

R

a1√
a21 + a22

15. Ïóñòü {x(t), y(t)} êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðêîé Ïóàíêàðå

ds2 =
R2(dx2 + dy2)

y2
(y > 0).

Ïîêàæèòå, ÷òî åå ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ôîðìóëîé

kg =
1

R

(
yk0 +

x′√
(x′)2 + (y′)2

)
,

ãäå k0 � êðèâèçíà ýòîé êðèâîé íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.
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16. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììàðíûé îðèåíòèðîâàííûé óãîë ïîâîðîòà ∆α êàñàòåëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü êðèâîé íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé Ïóàíêàðå
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

∆α = ∆α0 +

∫
γ

dx

y
,

ãäå ∆α0 � ñóììàðíûé ïîâîðîò ýòîãî ïîëÿ âäîëü òîé æå êðèâîé íà åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè.

17. Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êîîðäèíàòíûõ ëèíèé äàííîé ïîâåðõíî-
ñòè âû÷èñëÿþòñÿ êàê

kg(u
1, u2

0) =

√
det g

(g11)3/2
Γ2
11(u

1, u2
0), kg(u

1
0, u

2) = −
√
det g

(g22)3/2
Γ1
22(u

1
0, u2).

Â ÷àñòíîñòè,

• íà ïîâåðõíîñòè êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé r⃗ = ρ⃗(s) + tτ(s)

kg =

[
0,−k′ + k(1 + t20k

2)

(1 + t20k
2)3/2

]
;

• íà ïîâåðõíîñòè ãëàâíûõ íîðìàëåé r⃗ = ρ⃗(s) + tν(s)

kg =

[
0,

k − t0(k
2 + κ2)

(1− t0k)2 + t20κ2

]
;

• íà ïîâåðõíîñòè áèíîðìàëåé r⃗ = ρ⃗(s) + tβ(s)

kg =

[
0,− t0κ2

1 + t20κ2

]
,

ãäå k è κ � êðèâèçíà è êðó÷åíèå áàçîâîé êðèâîé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðî-
ñòîé âèíòîâîé ëèíèè ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ýêâèäèñòàíò áàçîâîé êðèâîé
ïîñòîÿííà (îêðóæíîñòè ïî Äàðáó). Íî ýòè ëèíèè íå çàìêíóòû, äàæå äëÿ
ïîâåðõíîñòè êàñàòåëüíûõ, êîòîðàÿ èçîìåòðè÷íà ïëîñêîñòè.

18. Íà ïîâåðõíîñòè

x = u cos v, y = u sin v, z = a ln(u+
√
u2 − a2)

íàéäèòå êðèâûå, ïåðåñåêàþùèå êðèâóþ v = const ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì θ.
Òàêèå êðèâûå íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ íàçûâàþòñÿ ëîêñîäðîìàìè.

19. Íàéäèòå ëîêñîäðîìû îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé
íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè1. Â ÷àñòíîñòè, íàéäèòå ëîêñîäðîìû íà ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ.

1Óêàçàíèå: ââåäèòå ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
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20. Ïóñòü r⃗ � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E3. Ïîëîæèì r = |r⃗| è
îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë ìåæäó r⃗ è íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êå. Ïîêàæèòå, ÷òî

tg θ =
| grad r|S

r
,

ãäå | grad r|S � ìîäóëü ãðàäèåíòà ôóíêöèè r íà åäèíè÷íîé ñôåðå S : ρ⃗ = 1
r
r⃗.

Óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè F n ⊂ En+1. Îáîñíóéòå.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè

tg θ =
rω
r
,

ãäå ω � óãîë ìåæäó r⃗ è ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì (ïîëÿðíûé óãîë). Ñïè-
ðàëè

r⃗ = eω tg θ{cosω, sinω}

ñîñòàâëÿþò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà íà ïîñòîÿííûé óãîë ñåìåé-
ñòâî êðèâûõ ñ ïîñòîÿííûì óãëîì θ ̸= 0.

21. Ïîâåðõíîñòü â E3 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîãî íàêëîíà, åñëè ðàäèóñ-
âåêòîð r⃗ òî÷êè ïîâåðõíîñòè îáðàçóåò ïîñòîÿííûé óãîë θ ∈ [0, π/2] ñ íîðìàëüþ
ê ïîâåðõíîñòè â ýòîé òî÷êå. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè θ ̸= 0 ïðîåêöèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà
íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ (êàíîíè÷åñêèì) ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì, à
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàâíàÿ êðèâèçíà ðàâíà k = − cos θ

|r⃗| .

22. Ïîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíî ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîãî íàêëîíà çàäàåòñÿ ðàäèóñ-
âåêòîðîì âèäà

r⃗ = u sin θ
(
cosφ(u) e⃗(v) + sinφ(u) e⃗(v)× e⃗ ′(v)

)
,

ãäå e⃗(v) � ëîêàëüíàÿ íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé íà åäèíè÷íîé ñôåðå
è φ(u) = cot θ lnu.

23. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâèçíà C2 - ðåãóëÿðíîé êðèâîé ïðîïîðöèîíàëüíà êðó÷åíèþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ïîñòîÿííûé âåêòîð a⃗, ÷òî

⟨
a⃗, τ⃗
⟩
=

const, ãäå τ⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîðî êàñàòåëüíîé ê êðèâîé.

24. Ïîêàæèòå, ÷òî íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà êðèâîé kn, åå ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå κg,
ãàóññîâà êðèâèçíàK è ñðåäíÿÿ êðèâèçíàH ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

k2
n + κ2

g = 2Hkn −K.

Â ÷àñòíîñòè, âäîëü àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè κ = κg = −K, ãäå κ � ïðîñòðàí-
ñòâåííîå êðó÷åíèå êðèâîé (òåîðåìà Áåëüòðàìè-Ýííåïåðà).
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25. Ïîêàæèòå, ÷òî ãàóññîâà è ñðåäíÿÿ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè è åå λ-ýêâèäèñòàíòû
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

K∗ =
K

det(I − λA)
=

K

1− 2λH + λ2K2
;

H∗ =
1

2
trace((I − λA)−1A) =

H − λK

1− 2λH + λ2K2
,

ãäå A � ìàòðèöà Âåéíãàðòåíà, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

26. Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëó äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû λ- ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè
F n ⊂ En+1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

H∗ =
1

n

d

dλ
ln
(
det(I − λA)

)
27. Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà è ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ïîâåðõíîñòè è åå λ- ýêâèäè-

ñòàíòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

k∗
n =

kn − λ(k2
n + κ2

g)

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

;

κ∗
g =

κg

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

.

28. Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè è åå îáðàçà íà
λ - ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

k∗
g =

kg − λ(κ′
g + 2knκg) + λ2(knκ′

g − κgk
′
n + kg(k

2
n + κ2

g))

((1− λkn)2 + λ2κ2
g)

3/2
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëèíèè êðèâèçíû

k∗
g =

kg
1− λkn

.

29. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïåðåõîäèò â àñèìïòîòè÷åñêóþ ëèíèþ
ýêâèäèñòàíòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè â
òî÷êàõ ýòîé ëèíèè ðàâíà 0.

30. Ïîâåðõíîñòè

Φ1 : ρ⃗ = r⃗ +
1

k1
n⃗ è Φ2 = ρ⃗ = r⃗ +

1

k2
n⃗,

ãäå k1 è k2 � ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè r⃗ = r⃗(u, v) è n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð
íîðìàëè, íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè (äëÿ äàííîé ïîâåðõíîñòè). Ïîêàæèòå, ÷òî
ôîêàëüíûå ïîâåðõíîñòè âçàèìíî îðòîãîíàëüíû (â òî÷êàõ, îòâå÷àþùèõ îäíîé è
òîé æå íîðìàëè ïîâåðõíîñòè).
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31. Ôîêàëüíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòè F n, ïàðàìåòðèçîâàííîé âåê-
òîð - ôóíêöèåé r⃗ : Dn → F n ⊂ En+1 íàçûâàþòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïàðàìåòðè-
çîâàííûå âåêòîð-ôóíêöèÿìè ρ⃗i = r⃗ + 1

ki
n⃗, ãäå ki � ãëàâíûå êðèâèçíû ãèïåðïî-

âåðõíîñòè, à n⃗ � ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïîêàæèòå, ÷òî
ôîêàëüíûå ïîâåðõíîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòè r⃗ : Dn → F n ⊂ En+1 è òîëüêî îíè
ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè, íà êîòîðûõ ïàäàåò ðàíã íîðìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî îòîáðàæåíèÿ, òî åñòü îòîáðàæåíèÿ F : Dn × IR → En+1 çàäàííîãî â âèäå
ρ⃗(u, t) = r⃗(u) + tn⃗(u), ãäå n⃗(u) � ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ãèïåðïîâåðõíîñòè.

32. Ïóñòü γ⃗ = γ⃗(u) ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ, a⃗ � åäèíè÷íîå
âåêòîðíîå ïîëå â òî÷êàõ êðèâîé γ⃗. Ïîâåðõíîñòü

Φ : r⃗ = γ⃗(u) + va⃗(u) (⃗a ′ ̸= 0⃗)

íàçûâàåòñÿ îáùåé ïàðàìåòðèçîâàííîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïîêàæèòå,
÷òî ãàóññîâà êðèâèçíà îáùåé ïàðàìåòðèçîâàííîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

K = − (⃗a ′, γ⃗ ′, a⃗)2(
|γ⃗ ′ + va⃗ ′|2 −

⟨
γ⃗ ′, a⃗

⟩2)2
33. Ïîêàæèòå, ÷òî íîðìàëü ê îáùåé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ñòàöèîíàðíà âäîëü

êàæäîé îáðàçóþùåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè
K = 0.

34. Ëèíèÿ íà îáùåé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè r⃗ = γ⃗(u) + va⃗(u), ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
âåêòîð-ôóíêöèåé

ρ⃗ = γ⃗ −
⟨
γ⃗ ′, a⃗ ′⟩
|⃗a ′|2

a⃗

íàçûâàåòñÿ ëèíèåé ñæàòèÿ (ñòðèêöèîííîé ëèíèåé). Ïîêàæèòå, ÷òî ñòðèêöèîí-
íàÿ ëèíèè åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïîâåðõíîñòè, ãäå ðàâíà íóëþ ãåî-
äåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé îáðàçóþùèõ.

35. Ïîêàæèòå, ÷òî ñòðèêöèîííàÿ ëèíèÿ åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïîâåðõíî-
ñòè, â êîòîðûõ ìèíèìàëüíà ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè âäîëü ñîîòâåòñòâó-
þùåé îáðàçóþùåé.

36. (Ôîðìóëà Áåðòðàíà-Ïþèçå) Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæíî-
ñòè ñ öåíòðîì òî÷êå q íà ïîâåðõíîñòè, à ÷åðåç Lr � åå äëèíó. Òîãäà äëÿ Ãàóññîâîé
êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî ôîðìóëà

K(q) = lim
r→0

3

π

2πr − Lr

r3
.
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37. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fr � ïëîùàäü ãåîäåçè÷åñêîãî êðóãà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â
òî÷êå q íà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà äëÿ Ãàóññîâîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

K(q) = lim
r→0

12

π

πr2 − Fr

r4
.

38. Êðèâàÿ ïîñòîÿííîé ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ îêðóæ-
íîñòüþ Äàðáó. Åñëè êàæäàÿ îêðóæíîñòü íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ
Äàðáó, òî ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííà. Îáðàòíîå íåâåðíî (ïðèâå-
äèòå ïðèìåð). Îäíàêî, åñëè êàæäàÿ îêðóæíîñòü Äàðáó çàìêíóòà, òî ïîâåðõ-
íîñòü èìååò ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðèâèçíó.

39. (Òåîðåìà ßêîáè) Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â E3, íîðìàëüíûé
ñôåðè÷åñêèé îáðàç êîòîðîé γ∗ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òîãäà γ∗ äåëèò ñôåðó
íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.

40. Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè â E3

êëàññà C2. Òîãäà åå ñôåðè÷åñêèé îáðàç êîòîðîé γ∗ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Òîãäà åå íîðìàëüíûé ñôåðè÷åñêèé îáðàç γ∗ äåëèò ñôåðó íà äâå ðàâíîâåëèêèå
÷àñòè.

41. Ïîêàæèòå, ÷òî äèâåðãåíöèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ íà ïîâåðõíîñòè ñ
òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâíà ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíå îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé
ýòîãî ïîëÿ

kg(γ) = ±div(ξ).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñåìåéñòâà ëèíèé íà ïëîñêîñòè, çàäàííîãî óðàâíåíèåì F (x, y) =
const èìååò ìåñòî ôîðìóëà

±k = div

(
gradF

|gradF |

)
= ∂x

(
Fx√

F 2
x + F 2

y

)
+ ∂y

(
Fx√

F 2
x + F 2

y

)
.

42. Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé f(u1, u2) = c íà äâóìåðíîé ïî-
âåðõíîñòè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

kg = −div
( grad f

| grad f |

)∣∣∣
f=c

= −
( ∆f

| grad f |g

∣∣∣
f=c

+∇
(
f,

1

| grad f |g

) ∣∣∣
f=c

)
;

43. Ïîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè f(u1, . . . , un) =
c â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (F n, g) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

H
∣∣∣
f=c

= − 1

n− 1

(
∆f

| grad f |g

∣∣∣
f=c

+∇
(
f,

1

| grad f |g

) ∣∣∣
f=c

)
.
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44. Ïîêàæèòå, ÷òî ñðåäíÿÿ êðèâèçíà êîîðäèíàòíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè uk = c =
const ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ôîðìóëå

H
∣∣∣
uk=c

= − 1

n− 1

1√
gkk

(
−gijΓk

ij +
1

gkk
gikgjkΓk

ij

) ∣∣∣
uk=c

=

1

n− 1

(
1

(gkk)3/2

∣∣∣∣ gkk gki

gkj gij

∣∣∣∣Γk
ij

)
uk=c

.

45. Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ëèíèè
γ⃗ íà ïîâåðõíîñòè ðàâíî âûñîòå ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ γ′

è Aγ′, îïóùåííîé íà ñòðîíó åäèíè÷íîé äëèíû.

46. Äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè F n ⊂ En+1, îïðåäåëèì ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ïîâåðõ-
íîñòè ôîðìóëîé

κg(X) =

√
|AX|2|X|2 −

⟨
AX,X

⟩2
|X|2

.

Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ðàâíî âòîðîé êðèâèçíå (êðó÷åíèþ) ãåî-
äåçè÷åñêîé ëèíèè ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó â íàïðàâëåíèè
âåêòîðà X.

47. Ïóñòü (e1, e2) îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè
F 2. Ïóñòü γ � íàòóðàëüíî êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþùàÿ â òî÷êå, îòâå-
÷àþùåé ïàðàìåòðó s íà êðèâîé óãîë α(s). Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé
êðèâèçíû êðèâîé γ èìååò ìåñòî ôîðìóëà (ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ):

kg(γ) =
dα

ds
+ k(1)

g cosα+ k(2)
g sinα,

ãäå k
(1)
g è k

(2)
g � ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîëåé e1 è

e2, ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëåííûå â òî÷êàõ êðèâîé.

48. Ïóñòü (e1, e2) îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè
F 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k1 è k2 îðèåíòèðîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû èíòå-
ãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîëåé e1 è e2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ãàóññîâîé êðè-
âèçíû ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî ôîðìóëà

K = e1(k2)− e2(k1)− (k2
1 + k2

2).

49. Äâå ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå, èìåþùèå âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ îáùèå ãëàâíûå
íîðìàëè îáðàçóþò ïàðó êðèâûõ Áåðòðàíà. Ïîêàæèòå, ÷òî

• ðàññòîÿíèå a ìåæäó òî÷êàìè ýòèõ êðèâûõ, ñîåäèíåííûõ îáùåé ãëàâíîé
íîðìàëüþ, ïîñòîÿííî;
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• óãîë ω ìåæäó êàñàòåëüíûìè â ýòèõ òî÷êàõ (è, êàê ñëåäñòâèå, ìåæäó ñî-
ïðèêàñàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè) ïîñòîÿíåí;

• êðèâèçíà k êàæäîé èç êðèâûõ Áåðòðàíà ñâÿçàíà ñ åå êðó÷åíèåì κ ñîîòíî-
øåíèåì:

k sinω + κ cosω =
sinω

a

50. (Òåîðåìà Áåëüòðàìè) Â ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè êðèâèçíà àñèìï-
òîòè÷åñêîé ëèíèè ðàâíà 3/2 îò êðèâèçíû ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè åå êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ.

10


