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Рухи на площинi

Визначення.
Перетворення f : E2 → E2, називається рухом, якщо
d(f (x), f (y)) = d(x , y), де d(x , y) позначає вiдстань мiж точками x i y ,
а E2 позначає евклидову площину.

Рухи на площинi:
Паралельне перенесення
Поворот
Дзеркальна симетрiя
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Паралельне перенесення

Визначення.
Паралельний перенос це такий рух, при якому кожна точка об’єкту
перемiщається на однакову вiдстань.

��
�
��
�*

��
�
��
�*

��
�
��
�*

��
�
��
�*

paper

paper
{

x ′ = x + a

y ′ = y + b.
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Поворот

Визначення.
Рух, при якому тiльки одна точка площинi залишається нерухомою,
називається поворотом.
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.r(x ′, y ′){
x ′ = x cosϕ− y sinϕ

y ′ = x sinϕ+ y cosϕ.
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Дзеркальна симетрiя

Визначення.
Дзеркальним вiдображенням називається рух, який залишає
нерухомою одну пряму.
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Однорiднi координати

(x , y) 7→ (x , y , 1) = (t ∗ x , t ∗ y , t), t 6= 0
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(x,y)
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Множення матрицi на вектор

Вектор лiворуч

(
x ′y ′z ′

)
= (xy1)

 α γ 0
β δ 0
λ µ 1


Вектор праворуч

(
x ′y ′z ′

)
=

 α β λ
γ δ µ
0 0 1

 x
y
1
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Матрицi руху на площинi

Паралельне перенесення (Translation) 1 0 tx
0 1 ty
0 0 1


Поворот (Rotation) cosα − sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1
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Матрицi руху на площинi

Вiдображення (Reflection) 1 0 0
0 −1 0
0 0 1


Розтягнення / Стискання (Dilatation) sx 0 0

0 sy 0
0 0 1
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Поворот навколо точки
Побудова повороту навколо т. А(a,b)

0

Y

X

A φ
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Поворот навколо точки

Побудова повороту навколо т. А(a,b)

[TA][Rα][T−A] =

=

 1 0 a
0 1 b
0 0 1

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1

 1 0 −a
0 1 −b
0 0 1

 =

 cosα − sinα −a cosα+ b sinα+ a
sinα cosα −a sinα− b cosα+ a
0 0 1



Власенко Дмитро Iванович (кафедра геометрiї, ММФ)Афiннi перетворення Рухи Харкiв, 2015 12 / 20



Рух у просторi

Обертання.

Rx =


1 0 0 0
0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0
0 0 0 1



Ry =


cosβ 0 sinβ 0
0 1 0 0

− sinβ 0 cosβ 0
0 0 0 1



Rz =


cos γ − sin γ 0 0
sin γ cos γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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Рух у просторi

Паралельне перенесення

T =


1 0 0 tx
0 1 0 ty
0 0 1 tz
0 0 0 1


Дзеркальна симетрiя (detS = −1)

S =


±1 0 0 0
0 ±1 0 0
0 0 ±1 0
0 0 0 1
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Перетворення у просторi
Масштабування

S =


sx 0 0 0
0 sy 0 0
0 0 sz 0
0 0 0 1


Перспективне перетворення

P =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1

d 0


Ортогональна проекцiя

Porth,z=0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
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Оберт навколо прямої

Оберт навколо прямої L, що проходить через точку A(a, b, c) у
напрямку (l ,m, n) на кут ϕ

Z

X
Y

L
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Оберт навколо прямої

Точку A(a, b, c) переносимо у початок координат

T =


1 0 0 −a
0 1 0 −b
0 0 1 −c
0 0 0 1
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Оберт навколо прямої

cosψ =
n

d
sinψ =

m

d
d =

√
m2 + n2

Z Y

X
0

L

L'

Θ

Ψ
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Оберт навколо прямої

Rx =


1 0 0 0
0 n

d −m
d 0

0 m
d

n
d 0

0 0 0 1


[Rx ](l ,m, n, 1)

T = (l , 0, d , 1)T

cos θ = l sin θ = −d d =
√
m2 + n2

Ry =


l 0 −d 0
0 1 0 0
d 0 l 0
0 0 0 1
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Оберт навколо прямої

Rz =


cosϕ − sinϕ 0 0
sinϕ cosϕ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


[T ]−1[Rx ]

−1[Ry ]
−1[Rz ][Ry ][Rx ][T ]

[T ]−1


l2 + cosϕ(1− l2) l(1− cosϕ)m − n sinϕ

l(1− cosϕ)m + n sinϕ m2 + cosϕ(1−m2)
l(1− cosϕ)n −m sinϕ m(1− cosϕ)n + l sinϕ

0 0

l(1− cosϕ)n +m sinϕ 0
m(1− cosϕ)n − l sinϕ 0
n2 + cosϕ(1− n2) 0

0 1

[T]
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