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1 Ïðÿìà â àôiííîìó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði
Íàãàäà¹ìî, ùî â àôiííîìó ïðîñòîði ñèñòåìà êîîðäèíàò ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ (êîñîóãîëüíîþ)
òà ñêàëÿðíèé äîáóòîê íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ. Ïðÿìà ó ïðîñòîði âèçíà÷à¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i
ïðÿìà íà ïëîùèíi. Ââàæà¹ìî, ùî ÷èòà÷ çíàéîìèé ç òåìîþ "Ïðÿìà íà ïëîùèíi", ÿêùî æ íi, òî
ðåêîìåíäó¹ìî îçíàéîìèòèñü.

1.1 Âåêòîðíå òà ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â àôiííîìó ïðîñòîði
Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â àôiííîìó ïðîñòîði íå çàëåæèòü âiä âèìiðíîñòi ïðîñòîðó, òîáòî
âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði òàêå ñàìå, ÿê i íà àôiííié ïëîùèíi.

Òâåðäæåííÿ 1.1 Íåõàé ¹ òî÷êà O (òî÷êà âiäëiêó), ïðÿìà l i òî÷êè A,B íà öié ïðÿìié A 6=
B. Ïîçíà÷èìî −→

OA = ~r0,
−→
AB = ~a,

Òî÷êà C ç ðàäióñîì-âåêòîðîì r =
−→
OC ëåæèòü íà ïðÿìié l òîäi i òiëüêè òîäi êîëè

~r = ~r0 + ~a · t, ~a 6= ~0. (1)

©©©©©©©©©©*

¡
¡

¡
¡

¡µ
-

O

A B C~a Cl

~r0 ~r = ~r0 + ~a · t

Âèçíà÷åííÿ 1.1 Ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, à âåêòîð ~a â íüîìó
íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì âåêòîðîì ïðÿìî¨.

Çàïèøåìî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïîêîîðäèíàòíî



x
y
z


 =




x0

y0

z0


 +




a1

a2

a3


 · t, {a1, a2, a3} 6= ~0,

Îòðèìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.2 Êîæíà ïðÿìà ó ïðîñòîði ìîæå áóòè çàäàíà ðiâíÿííÿì âèãëÿäó




x = x0 + a1 · t,
y = y0 + a2 · t,
z = z0 + a3 · t.

a2
1 + a2

2 + a2
3 6= 0 (2)

i êîæíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (2) çàäà¹ ïðÿìó â òðèâèìiðíîìó äiéñíîìó àôiííîìó ïðîñòîði.

Âèçíà÷åííÿ 1.2 Ðiâíÿííÿ (2) íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ ó òðèâèìiðíîìó
ïðîñòîði.

Ïðèêëàäè.
1. ßêùî ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A(2, 5, 0) i ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð ~a = {−1, 0, 3}. Òîäi

~r0 = {2, 5, 0} i âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì öi¹¨ ïðÿìî¨ áóäå



x
y
z


 =




2
5
0


 +



−1
0
3


 · t.
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Òå æ ñàìå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè â ïîêîîðäèíàòíîìó çàïèñi, òîáòî ó âèãëÿäi ïàðàìåòðè÷íîãî
ðiâíÿííÿ.





x = 2− t,
y = 5,
z = 3t.

2. ßêùî ïðÿìà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì




x = −t,
y = 3,
z = 0,

òî ïåðåïèñó¹ìî éîãî iç ÿâíîþ âêàçiâêîþ âñiõ ñêëàäîâèõ




x = 0− 1 · t,
y = 3 + 0 · t,
z = 0 + 0 · t.

i òîäi ïåðåïèñó¹ìî ó âèãëÿäi âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ:



x
y
z


 =




0
3
0


 +



−1
0
0


 · t.

1.2 Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨
Çíàõîäÿ÷è t ç óñiõ ðiâíÿíü ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2) i ïðèðiâíþþ÷è ¨õ, ìè îäåðæó¹ìî
ðiâíÿííÿ òi¹¨ æ ïðÿìî¨ ó âèãëÿäi

x− x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

. (3)

Âèçíà÷åííÿ 1.3 Ðiâíÿííÿ (3) íàçèâàþòüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0) â íàïðÿìêó âåêòîðà {a1, a2, a3} ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Â êàíîíi÷íîìó ðiâíÿííi íåìà¹ íi÷îãî íåçâè÷íîãî, êîëè âåêòîð {a1, a2, a3} íå ìà¹ íóëüîâèõ
êîîðäèíàò. ßêùî æ íóëüîâi êîîðäèíàòè ¹, òî öi ðiâíÿííÿ ñòàþòü óìîâíèìè � äðiá ç 0 ó
çíàìåííèêó êîðåêòíèé, êîëè i ÷èñåëüíèê äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè. Íåõàé ¹ òî÷êà A = (2, 5, 0). Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A â
íàïðÿìêó âåêòîðà ~a = {2, 3, 1} ìà¹ çâè÷àéíå êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ:

x− 2

2
=

y − 5

3
=

z − 0

1
.

ßêùî æ íàïðÿìíèé âåêòîð ~a ìà¹ íóëüîâi êîîðäèíàòè ~a = {0, 2, 3}, òî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ
ïðèéìà¹ âèãëÿä

x− 2

0
=

y − 5

2
=

z − 0

3
,

ÿêå çà äîìîâëåíiñòþ ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ñèñòåìà

x = 2,
y − 5

2
=

z − 0

3
.

À ÿêùî íàïðÿìíèé âåêòîð ~a ìà¹ äâi íóëüîâi êîîðäèíàòè, íàïðèêëàä, ~a = {0, 1, 0}, òî ðiâíÿííÿ
x− 2

0
=

y − 5

1
=

z − 0

0
.
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çà äîìîâëåíiñòþ ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ñèñòåìà

x = 2, z = 0.

Â äàíîìó âèïàäêó çìiííà y ìîæå ïðèéìàòè áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ. Òîáòî öå ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó (2, 5, 0) ïàðàëåëüíî îñi Oy.

1.3 Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ �÷åðåç äâi òî÷êè�
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïîòðiáíî íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíi
çàäàíi òî÷êè A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2). Â öüîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïðÿìà ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó A ó íàïðÿìêó âåêòîðà −→AB = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1}, i ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ (3)
ó âèãëÿäi

x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

=
z − z1

z2 − z1

. (4)

Âèçíà÷åííÿ 1.4 Ðiâíÿííÿ (4) íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ïðÿìî¨ �÷åðåç äâi òî÷êè�

Ïðèêëàä. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ñòîðií (ïðÿìèõ, íà ÿêèõ ëåæàòü ñòîðîíè) òðèêóòíèêà iç
âåðøèíàìè A(2,−2, 1), B(3, 3, 0), C(−1, 7, 2).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè (4) äëÿ ñòîðîíè AB:
x− 2

3− 2
=

y + 2

3 + 2
=

z − 1

0− 1
,

x− 2

1
=

y + 2

5
=

z − 1

−1
;

äëÿ ñòîðîíè AC:
x− 2

−1− 2
=

y + 2

7 + 2
=

z − 1

2− 1
,

x− 2

−3
=

y + 2

9
=

z − 1

1
;

äëÿ ñòîðîíè BC:
x− 3

−1− 3
=

y − 3

7− 3
=

z − 0

2− 0
,

x− 3

−4
=

y − 3

4
=

z

2
.

Çàóâàæèìî, ùî i êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ i ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ "÷åðåç äâi òî÷êè"â òðèâèìiðíîìó
ïðîñòîði � öå íàñïðàâäi ñèñòåìà ç äâîõ ðiâíÿíü. Ïðÿìó â ïðîñòîði íå ìîæëèâî çàäàòè îäíèì
ðiâíÿííÿì â êîîðäèíàòàõ. Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ � öå ñèñòåìà ç òðüîõ ïàðàìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü.

2 Ïëîùèíà â àôiííîìó ïðîñòîði
Íàãàäà¹ìî, ùî â àôiííîìó ïðîñòîði ñèñòåìà êîîðäèíàò ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ (êîñîóãîëüíîþ)
òà ñêàëÿðíèé äîáóòîê íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ.

2.1 Âèçíà÷åííÿ òà âåêòîðíå ðiâíÿííÿ
Ïëîùèíà ¹ ïåðâiñíèì, íåîçíà÷óâàíèì åëåìåíòîì â åëåìåíòàðíié ãåîìåòði¨. � àêñiîìè, ÿêèì
ïiäêîðÿ¹òüÿ ïëîùèíà. Öi àêñiîìè äîçâîëÿþòü ââåñòè âåêòîðè íà ïëîùèíi, à òàêîæ ñèñòåìè
êîîðäèíàò, i äàëi îäåðæàòè ðiâíÿííÿ, ÿêi çàäàþòü ïëîùèíó. Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òèì, ùî
÷åðåç òðè òî÷êè, ùî íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó i äî òîãî æ ¹äèíó,
òîáòî òðè òî÷êè âèçíà÷àþòü ïëîùèíó. Êîëè ¹ òðè òî÷êè A,B,C â ïëîùèíi π, ÿêi íå ëåæàòü
íà îäíié ïðÿìié, òî ìîæíà ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, âçÿâøè çà ïî÷àòîê êîîðäèíàò îäíó ç
òî÷îê (íåõàé íåþ áóäå A) i áàçèñíèìè âåêòîðàìè ìîæíà âçÿòè âåêòîðè ~a =

−→
AB, ~b =

−→
AC.

Äàëi ç êîæíîþ òî÷êîþ M ïëîùèíè π çâ'ÿçó¹ìî ¨¨ ðàäióñ-âåêòîð −−→AM , ÿêèé ìîæíà ðîçêëàñòè çà
áàçèñîì −→AB,

−→
AC : −−→

AM = u · −→AB + v · −→AC u, v ∈ R. (5)
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ßêùî îáðàíî çà ïî÷àòîê âiäëiêó òî÷êó O, ÿêà íå îáîâ'ÿçêîâî ëåæèòü ó âèáðàíié ïëîùèíi, òî
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè M ∈ π ìà¹ìî ðàäióñ-âåêòîð ~r =

−−→
OM =

−→
OA +

−−→
AM i ìîæåìî çàïèñàòè

−−→
OM =

−→
OA + u · −→AB + v · −→AC (6)
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~b

v~b

~a
u~a

~r0

6

~rM = ~r0 + u~a + v~b

PPPPPPPPPPPPi
A B

C

M

O

a a
a

a

Âèçíà÷åííÿ 2.1 Íåõàé ¹ òðè âåêòîðè: ~r0, ~a, ~b, ñåðåä ÿêèõ âåêòîðè ~a, ~b íå êîëiíåàðíi. Òîäi
~r = ~r0 + u · ~a + v ·~b, u, v ∈ R, (7)

íàçèâàþòü âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ç ðàäióñîì-âåêòîðîì
~r0 ïàðàëåëüíî âåêòîðàì ~a, ~b. Âåêòîðè ~a, ~b íàçèâàþòü íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè ïëîùèíè.

Òâåðäæåííÿ 2.1 (Ïðî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè) Êîæíà
ïëîùèíà ìîæå áóòè çàäàíà âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, à êîæíå âåêòîðíå ðiíÿííÿ ïëî-
ùèíè äiéñíî çàäà¹ ïëîùèíó.

Öÿ òåîðåìà ¹ âiäïðàâíîþ òî÷êîþ ïðè âèâ÷åííi ïëîùèíè â àíàëiòè÷íié ãåîìåòði¨ � íà ìåæi
ìiæ åëåìåíòàðíîþ ãåîìåòði¹þ i âèùîþ. Ðåòåëüíî äîâîäèòè òåîðåìó ïðî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ
âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè íå áóäåìî ç òðüîõ ïðè÷èí. Ïåðøà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìîæíà
óÿâèòè øêiëüíèé êóðñ ìàòåìàòèêè i, çîêðåìà, ãåîìåòði¨, äå âîíà âæå äîâåäåíà. Äðóãà ïðè÷èíà
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà àêñiîìàòèöi òðèâèìiðíîãî äiéñíîãî ïðîñòîðó, ÿêà
â ÿâíîìó âèãëÿäi â ïðîïîíîâàíîìó êóðñi íå ñôîðìóëüîâàíà. I òðåòÿ ïðè÷èíà � îçíà÷åííÿ áóäå
âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó, äå ïëîùèíîþ íàçèâà¹òüñÿ òå, ùî ìîæå áóòè
çàäàíå òàêèì âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì, i, òàêèì ÷èíîì, äîâîäèòè íi÷îãî.

Ïðèêëàä. Çàïèñàòè âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A,B,C ç êîîð-
äèíàòàìè A(1, 5, 7), B(−3, 2, 1), C(1, 2, 2).

Òî÷êîþ âiäëiêó çà íàÿâíîñòi ñèñòåìè êîîðäèíàò çàâæäè áåðåòüñÿ ïî÷àòîê öi¹¨ ñèñòåìè êîîð-
äèíàò. Òîäi

~r =




x
y
z


 , ~r0 =

−→
OA =




1
5
7


 , ~a =

−→
AB =



−4
−3
−6


 , ~b =

−→
AC =




0
−3
−5




i âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A,B, C, áóäå



x
y
z


 =




1
5
7


 + u



−4
−3
−6


 + v




0
−3
−5


 −∞ < u, v < ∞.

ßêùî â ðiâíÿííi (7) çìiííi u, v ïðîáiãàþòü íå âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ, à ëèøå ó ïåâíèõ
âêàçàíèõ ìåæàõ: u1 ≤ u ≤ u2, v1 ≤ v ≤ v2, òî ðiâíÿííÿ (7) ïåðåòâîðèòüñÿ â ðiâíÿííÿ ÷àñòèíè
ïëîùèíè, ùî îáìåæåíà ïàðàëåëîãðàìîì. Çîêðåìà, ÿêùî 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1, òî ðiâíÿííÿ
(7) ïåðåòâîðèòüñÿ â ðiâíÿííÿ ïàðàëåëîãðàìà

~r = ~r0 + u · ~a + v ·~b, 0 ≤ u, v ≤ 1, (8)
ùî ìà¹ îäíó âåðøèíó â òî÷öi ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r0 i ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ ~a, ~b.
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2.2 Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè
Äàëi ââàæà¹ìî, ùî ó ïðîñòîði ¹ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Îñêiëüêè ìè íå êîðèñòó¹ìîñÿ ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì, òî ââàæàòè ñèñòåìó êîîðäèíàò ïðÿìîêóòíîþ íåìà¹ ïiäñòàâ, ñèñòåìà êîîðäèíàò â
çàãàëüíîìó âèïàäêó êîñîêóòíà, êîîðäèíàòè òî÷êè i êîîðäèíàòè ðàäióñà-âåêòîðà òî÷êè çáiãàþòüñÿ.

Âèáèðà¹ìî íà ïëîùèíi òðè òî÷êè

A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3),

âèïèñó¹ìî êîîðäèíàòè âåêòîðiâ

−→
AB =




x2 − x1

y2 − y1

z2 − z1


 ,

−→
AC =




x3 − x1

y3 − y1

z3 − z1


 ,

−→
OA =




x1

y1

z1


 ,

−−→
OM =




x
y
z


 ,

i äàëi ïåðåïèñó¹ìî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè (6) ó âèãëÿäi



x
y
z


 =




x1

y1

z1


 + u ·




x2 − x1

y2 − y1

z2 − z1


 + u ·




x3 − x1

y3 − y1

z3 − z1




Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ìàòðè÷íå, ÿêå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ, òîáòî




x = x1 + u(x2 − x1) + v(x3 − x1),
y = y1 + u(y2 − y1) + v(y3 − y1),
z = z1 + u(z2 − z1) + v(z3 − z1)

Ìè äîâåëè, ùî ïëîùèíó ìîæíà çàäàòè ñèñòåìîþ òðüîõ ðiâíÿíü. Îôîðìèìî öå ó âèãëÿäi
âèçíà÷åííÿ.

Âèçíà÷åííÿ 2.2 Òðiéêà ÷èñëîâèõ ðiâíÿíü




x = x0 + a1u + b1v,
y = y0 + a2u + b2v,
z = z0 + a3u + b3v,

(9)

äå âåêòîðè

~a =




a1

a2

a3


 , ~b =




b1

b2

b3


 (10)

íå êîëiíåàðíi, íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ç
êîîðäèíàìè (x0, y0, z0) ïàðàëåëüíî âåêòîðàì ~a, ~b.

Òâåðäæåííÿ 2.2 (Ïðî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè)
Êîæíà ïëîùèíà ìîæå áóòè çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì (9) i êîæíå ïàðàìåòðè÷íå
ðiâíÿííÿ (9) çàäà¹ ïëîùèíó.

Òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå òîìó, ùî êîæíà ïëîùèíà ìîæå áóòè çàäàíà âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì
i êîæíå âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè çàäà¹ ïëîùèíó (äèâ. òåîð. 2.1), à çà íàÿâíîñòi ñèñòåìè
êîîðäèíàò âiä âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ äî ïàðàìåòðè÷íîãî ìè ïåðåéøëè ðiâíîñèëüíèìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè.
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Óìîâè êîëiíåàðíîñòi i íåêîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ. Ó âåêòîðíîìó i ó ïàðàìåòðè÷íîìó
ðiâíÿííi ïëîùèíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ íåêîëiíåàðíi âåêòîðè. Íàãàäà¹ìî, ùî äâà âåêòîðè ¹ êîëi-
íåàðíèìè, êîëè îäèí iç íèõ îäåðæó¹òüñÿ iç äðóãîãî ìíîæåííÿì íà ÷èñëî.

Íåõàé ó íàñ ¹ äâà âåêòîðè (10). ßêùî ~a = ~0, òî ~a = 0 ·~b i âåêòîðè êîëiíåàðíi. ßêùî ~a,~b 6= ~0,
i ~a = λ ·~b äëÿ äåÿêîãî λ ∈ R, òî λ 6= 0 , ~b =

1

λ
~a, òîáòî êîæåí iç âåêòîðiâ îäåðæó¹òüñÿ iç äðóãîãî

ìíîæåííÿì íà íåíóëüîâå ÷èñëî. Ðiâíiñòü ~a = λ ·~b îçíà÷à¹ a1 = λb1, a2 = λb2, a3 = λb3. àáî
a1

b1

=
a2

b2

=
a3

b3

= λ. (11)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âåêòîðè ~a,~b íåíóëüîâi, òî óìîâà
a1

b1

=
a2

b2

=
a3

b3

(12)

¹ óìîâîþ ¨õ êîëiíåàðíîñòi. Ïåðåïèøåìî óìîâó (12) ó âèãëÿäi
a1

b1

=
a2

b2

;
a1

b1

=
a3

b3

,
a2

b2

=
a3

b3

. (13)

Òàê çàïèñàíó óìîâó êîëiíåðíîñòi ìîæíà ïðèñòîñóâàòè äî âèïàäêó, êîëè âåêòîðè ìàþòü íóëüîâi
êîîðäèíàòè, - äëÿ öüîãî ìîæíà äîìîâèòèñÿ, ùî ðiâíiñòü

a

b
=

0

0

¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë a, b.
Ùå îäèí ïiäõiä äî âèêîðèñòàííÿ ðiâíîñòåé (13) ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi ðiâíîñèëüíîñòåé

a1

b1

=
a2

b2

⇔ a1b2 = b1a2 ⇔
∣∣∣∣

a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ = 0; (14)

a1

b1

=
a3

b3

⇔ a1b3 = b1a3 ⇔
∣∣∣∣

a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ = 0; (15)

a2

b2

=
a3

b3

⇔ a2b3 = b2a3 ⇔
∣∣∣∣

a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ = 0. (16)

Ñêàçàíå äîçâîëÿ¹ ââàæàòè äîâåäåíîþ íàñòóïíó òåîðåìó.

Òâåðäæåííÿ 2.3 (Ïðî óìîâó êîëiíåàðíîñòi äâîõ âåêòîðiâ) Äâà âåêòîðè ç êîîðäèíàòàìè
{a1, a2, a3}, {b1, b2, b3} êîëiíåðàíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi òðè äåòåðìiíàíòè

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣

äîðiâíþþòü íóëþ. ßêùî æ îäèí iç íèõ íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî âåêòîðè íå êîëiíåàðíi.

Çãiäíî ç íàøèìè óìîâàìè, âåêòîðè {2, 4, 6} òà {1, 2, 3} êîëiíåàðíi, òîìó ùî 2

1
=

4

2
=

6

3
.

Âåêòîðè {2, 4, 0} òà {1, 2, 0} ¹ êîëiíåàðíèìè îñêiëüêè 2

1
=

4

2
=

0

0
. Âåêòîðè {2, 0, 6} òà {1, 2, 0} íå

êîëiíåàðíi, òîìó ùî 0 · 0 6= 2 · 6 i, âiäïîâiäíî, 0

2
6= 6

0
.
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Ïðèêëàäè. Ïåðåõiä âiä âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ äî ïàðàìåòðè÷íîãî i âiä ïàðàìåòðè÷íîãî äî
âåêòîðíîãî.

1. Âiçüìåìî ïëîùèíó iç âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì



x
y
z


 =




1
5
7


 + u



−4
−3
−6


 + v




0
−3
−5


 −∞ < u, v < ∞.

Âiä ìàòðè÷íî¨ ðiâíîñòi ïåðåõîäèìî äî ïîêîìïîíåíòíèõ ðiâíîñòåé




x = 1− 4u,
y = 5− 3u− 3v,
z = 7− 6u− 5v.

Öå i ¹ ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ íàøî¨ ïëîùèíè.
2. Íåõàé ìà¹ìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ





x = 5v,
y = 1− 3u,
z = 7 + u− v.

Çíàéäåìî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïëîùèíè.
Ïåðåïèñó¹ìî öå ðiâíÿííÿ òàê, ùî ó êîæíîìó îêðåìîìó ðiâíÿííi áóëè îáèäâi çìiííi u, v ç

âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè 



x = 0 + 0 · u + 5 · v,
y = 1− 3 · u + 0 · v,
z = 7 + 1 · u− 1 · v.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî âeêòîðíîãî ðiâíÿííÿ



x
y
z


 =




0
1
7


 + u




0
−3
1


 + v




5
0
−1


 −∞ < u, v < ∞.

2.3 Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè �÷åðåç òî÷êó ïàðàëåëüíî äâîì íåêîëiíåàðíèì
âåêòîðàì�, ðiâíÿííÿ ïëîùèíè �÷åðåç òðè òî÷êè�, çàãàëüíå ðiâíÿííÿ
ïëîùèíè

Ðîçãëÿíåìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè (9) ç óìîâîþ íåêîëiíåàðíîñòi íàïðÿìíèõ âåêòîðiâ.
Îñêiëüêè íàïðÿìíi âåêòîðè íåêîëiíåàðíi, òî îäíå iç ÷èñåë

a1b2 − b1a2 =

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ , a1b3 − b1a3 =

∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ , a3b2 − b3a2 =

∣∣∣∣
a3 a2

b3 b2

∣∣∣∣ .

íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Íåõàé ∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ 6= 0.

Ðîçâ'ÿæåìî ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9), âçÿâøè çà íåâiäîìi u, v.




x− x0 = a1u + b1v,
y − y0 = a2u + b2v,
z − z0 = a3u + b3v,
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Çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà

u =

∣∣∣∣
x− x0 b1

y − y0 b2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
, v =

∣∣∣∣
a1 x− x0

a2 y − y0

∣∣∣∣
∣∣∣∣

a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi çíà÷åííÿ u, v â òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9) i ïîçáóäåìîñÿ çíàìåííèêà.
Îäåðæèìî

(z − z0)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = a3

∣∣∣∣
x− x0 b1

y − y0 b2

∣∣∣∣ + b3

∣∣∣∣
a1 x− x0

a2 y − y0

∣∣∣∣ .

Â ïðàâié ÷àñòèíi öüîãî ðiâíÿííÿ îá÷èñëèìî âèçíà÷íèêè :

(z − z0)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = a3((x− x0)b2 − b1(y − y0)) + b3(a1(y − y0)− (x− x0)a2),

çãðóïó¹ìî äîäàíêè ïîòðiáíèì ÷èíîì

(z − z0)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = (x− x0)(a3b2 − b3a2) + (y − y0)(b3a1 − a3b1),

ïåðåíåñåìî äîäàíêè â ëiâó ÷àñòèíó

(x− x0)(b3a2 − a3b2)− (y − y0)(b3a1 − b1a3) + (z − z0)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = 0

i çàïèøåìî ÷åðåç âèçíà÷íèêè

(x− x0)

∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣− (y − y0)

∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ + (z − z0)

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ = 0 (17)

Íà îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ (17) ïîäèâèìîñÿ ç äâîõ ðiçíèõ òî÷îê çîðó. Ç îäíi¹¨ òî÷êè çîðó ðiâíÿííÿ
(17) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
= 0. (18)

Âèçíà÷åííÿ 2.3 Ðiâíÿííÿ (18) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè �÷åðåç çàäàíó òî÷êó ïàðàëåëüíî
äâîì íåêîëiíåàðíèì âåêòîðàì�.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïëîùèíà âèçíà÷à¹òüñÿ òðüîìà òî÷êàìè M1(x1, y1, z1),M2(x2, y2, z2),M3(x3, y3, z3).
Òîäi ó ðiâíÿííi (18) ìè ìîæåìî âçÿòè

x0 = x1, y0 = y1, z0 = z1, a1 = x2−x1, a2 = y2−y1, a3 = z2−z1, b1 = x3−x1, b2 = y3−y1, b3 = z3−z1

i îäåðæàòè ðiâíÿííÿ ∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0. (19)

Îñêiëüêè
∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1 0
x1 y1 z1 1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1 0
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
,
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òî ðiâíÿííÿ (19) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (20)

Âèçíà÷åííÿ 2.4 Ðiâíÿííÿ (19) òà (20) íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ïëîùèíè �÷åðåç òðè òî÷êè�.

Âiä ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿííÿ �÷åðåç òî÷êó ïàðàëåëüíî äâîì íåêîëiíåàðíèì
âåêòîðàì� i äî ðiâíÿííÿ �÷åðåç òðè òî÷êè� ìè ïåðåéøëè çà äîïîìîãîþ ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü.
Òîìó ìîæíà ââàæàòè äîâåäåíîþ íàñòóïíó òåîðåìó

Òâåðäæåííÿ 2.4 Êîæíó ïëîùèíó ìîæíà çàäàòè ðiâíÿííÿì �÷åðåç òî÷êó ïàðàëåëüíî äâîì
íåêîëiíåàðíèì âåêòîðàì� i êîæíå ðiâíÿííÿ �÷åðåç òî÷êó ïàðàëåëüíî äâîì íåêîëiíåàðíèì âåòîðàì�
çàäà¹ ïëîùèíó. Òàêîæ êîæíó ïëîùèíó ìîæíà çàäàòè ðiâíÿííÿì �÷åðåç òðè òî÷êè� i êîæíå
ðiâíÿííÿ �÷åðåç òðè òî÷êè� çàäà¹ ïëîùèíó.

Çà äðóãîãî ïiäõîäó ìè ïåðåïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ (17) ó âèãëÿäi

Ax + By + Cz + D = 0, (21)

äå

A =

∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ , B = −
∣∣∣∣

a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ , D = −x0

∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣+ y0

∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣− z0

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ .

Ïðè÷îìó ç îãëÿäó íà íåêîëiíåàðíiñòü íàïðÿìíèõ âåêòîðiâ ïëîùèíè îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ A,B, C
íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Âèçíà÷åííÿ 2.5 Ðiâíÿííÿ (21), äå îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ A, B, C íå äîðiâíþ¹ íóëþ, íàçèâà¹òüñÿ
çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè. Âåêòîð ç êîîðäèíàòàìè {

∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣

a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣} =

{A, B, C} íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì àôiííîé íîðìàëi ïëîùèíè.

Òâåðäæåííÿ 2.5 (Ïðî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè) Êîæíó
ïëîùèíó ìîæíà çàäàòè çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì, i êîæå çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè äiéñíî çàäà¹
ïëîùèíó.

Äîâåäåííÿ.Ìè îá ðóíòóâàëè, ùî ïëîùèíó, ÿêà çàäàíà âåêòîðíèì ÷è ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì,
ìîæíà çàäàòè çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ðiâíÿííÿ (21), äå îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ A,B,C íå äîðiâíþ¹ íóëþ,çàâæäè
çàäà¹ ïëîùèíó, òîáòî âiä öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåéòè äî ïàðàìåòðè÷íîãî i, âiäïîâiäíî, äî
âåêòîðíîãî.

Îñêiëüêè ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ A,B,C ¹ íåíóëüîâèé, òî ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçäiëèòè íà öåé
êîåôiöi¹íò. Îòæå ìè ìîæåìî ââàæàòè iç ñàìîãî ïî÷àòêó, ùî îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ äîðiâíþ¹ 1 �
íåõàé íèì áóäå A. Îòæå ìè ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

x + By + Cz + D = 0.

À öå ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïàðàìåòðè÷íå íàñòóïíèì ÷èíîì:




x = −D −Bu− Cv,
y = u,
z = v.
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Ìè çàêií÷èëè ïåðåâiðêó òîãî, ùî áóäü-ÿêà ïëîùèíà ìîæå áóòè çàäàíà çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì
i çàãàëüíå ðiâíÿííÿ çàäà¹ ïëîùèíó.

Ïðèêëàäè.
1. Íåõàé çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè x + 2z = 7. Ïåðåòâîðèòè éîãî â ïàðàìåòðè÷íå, à ïîòiì

ó âåêòîðíå.
Íåõàé y = u, z = v, òîäi x = −2v + 7, i





x = 7− 2v
y = u
z = v

,





x = 7 + 0 · u− 2 · v
y = 0 + 1 · u + 0 · v
z = 0 + 0 · u + 1 · v

,




x0

y0

z0


 =




7
0
0


 ,




a1

a2

a3


 =




0
1
0


 ,




b1

b2

b3


 =



−2
0
1


 ,




x
y
z


 =




7
0
0


 + u ·




0
1
0


 + v ·



−2
0
1


 .

2. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè: (1, 0, 5), (2,−7, 3), (−1, 1, 2).
Çàïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ (20) �÷åðåç òðè òî÷êè� ïîòðiáíî¨ ïëîùèíè. Îäåðæó¹ìî

∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1
1 0 5 1
2 −7 3 1

−1 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Âèçíà÷íèê 4-ãî ïîðÿäêó îá÷èñëþâàòè ñêëàäíiøå, íiæ 3-ãî ïîðÿäêó, òîìó íà ïðàêòèöi çðó÷íiøå
êîðèñòóâàòèñÿ ôîðìóëîþ (19):

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 0 z − 5
2− 1 −7− 0 3− 5

−1− 1 1− 0 2− 5

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 0 z − 5
1 −7 −2
−2 1 −3

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ðîçêëàäà¹ìî âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà

(x− 1)(21 + 2)− y(−3− 4) + (z − 5)(1− 14) = 0.

Îäåðæó¹ìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè.
Âiäïîâiäü: 23x + 7y − 13z + 42 = 0.

2.4 Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ó ïðîñòîði
ßêùî äâi ïëîùèíè A1x+B1y+C1z+D1 = 0 i A2x+B2y+C2z+D2 = 0 ó ïðîñòîði íå ïàðàëåëüíi,
òîáòî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié, òî öÿ ïðÿìà ìîæå áóòè çàäàíà ñèñòåìîþ ðiâíÿíü:

{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0
A2x + B2y + C2z + D2 = 0

(22)

Âèçíà÷åííÿ 2.6 Ðiâíÿííÿ (22) íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ ó ïðîñòîði.

Â íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi ç'ñó¹ìî, çà ÿêî¨ óìîâè íà êîåôiöi¹íòè, ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî
ïðÿìié, òà ÿêi êîîðäèíàòè ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð öi¹¨ ïðÿìî¨.
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3 Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ òà ïëîùèí
3.1 Äâi ïëîùèíè çàãàëüíîãî ðîçòàøóâàííÿ
Òâåðäæåííÿ 3.1 (Ïðî ïåðåòèí äâîõ ïëîùèí) Íåõàé ¹ äâi ïëîùèíè iç çàãàëüíèìè ðiâíÿí-
íÿìè A1x + B1y + C1z + D1 = 0 i A2x + B2y + C2z + D2 = 0 òàêi, ùî âåêòîðè {A1, B1, C1} i
{A2, B2, C2} íå êîëiíåàðíi. Òîäi öi ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, ¨õ ïåðåòèíîì ¹ ïðÿìà, íàïðÿìíèì
âåêòîðîì öi¹¨ ïðÿìî¨ ¹ âåêòîð

(∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣

A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
)

. (23)

Äîâåäåííÿ.Íåêîëiíåàðíiñòü âåêòîðiâ {A1, B1, C1} i {A2, B2, C2} îçíà÷à¹, ùî îäèí iç âèçíà÷íèêiâ
∣∣∣∣

B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣

A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Íåõàé ∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0.

Òîäi áåðåìî âiëüíîþ çìiííîþ z ( z ïðèéìà¹ áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ) i çíàõîäèìî çìiííi x, y iç ñèñòåìè
ðiâíÿíü {

A1x + B1y = −D1 − C1z,
A2x + B2y = −D2 − C2z,

ùî çàäàþòü ïëîùèíè, çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà. Îäåðæó¹ìî

x =

∣∣∣∣
−D1 − C1z B1

−D2 − C2z B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣
D1 B1

D2 B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
− z

∣∣∣∣
C1 B1

C2 B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣

y =

∣∣∣∣
A1 −D1 − C1z
A2 −D2 − C2z

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣
A1 D1

A2 D2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
− z

∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
Ïîçíà÷èâøè

x0 = −

∣∣∣∣
D1 B1

D2 B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
, y0 = −

∣∣∣∣
A1 D1

A2 D2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
, z0 = 0, t =

z∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ ñïiëüíèõ äëÿ äâîõ ïëîùèí òî÷îê.





x = x0+

∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ · t,

y = y0−
∣∣∣∣

A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ · t,

z = z0+

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ · t

(24)

Ðiâíÿííÿ (24) ¹ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, 0) â íàïðÿìêó
âåêòîðà (23). Òåîðåìà äîâåäåíà
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Ïðèêëàä. Îá÷èñëèìî íàïðÿìíèé âåêòîð ~a = {a1, a2, a3} ïðÿìî¨, ïî ÿêié ïåðåòèíàþòüñÿ ïëîùèíè
y − 2z + 1 = 0, 2x− 2y − z − 9 = 0.

Ôîðìóëà (23) äà¹ íàì ÷èñëà

a1 =

∣∣∣∣
1 −2
−2 −1

∣∣∣∣ = −5, a2 = −
∣∣∣∣

0 −2
2 −1

∣∣∣∣ = −4, a3 =

∣∣∣∣
0 1
2 −2

∣∣∣∣ = −2.

ßêùî ïîòðiáíî çíàéòè ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïðÿìî¨, òî íà ïðàêòèöi çðó÷íiøå íå âèêîðèñòîâóâàòè
ôîðìóëè, à ïðîñòî âèðàçèòè äâi çìiííi ÷åðåç òðåòþ. Ïîêàæåìî íà öüîìó ïðèêëàäi.

{
y − 2z + 1 = 0,
2x− 2y − z − 9 = 0

⇒
{

y = 2z − 1,
2x− 2(2z − 1)− z − 9 = 0

⇒
{

y = 2z − 1,
2x− 5z − 7 = 0

{
y = 2z − 1,

x =
5

2
z +

7

2

⇒





x = 5t +
7

2
y = 4t− 1,
z = 2t

Çìiííà z � âiëüíà, äëÿ òîãî, ùîá ïîçáàâèòèñü äðîáiâ, ìè âçÿëè z = 2t. Îòæå íàïðÿìíèé âåêòîð
ïðÿìî¨ ~a = {5, 4, 2} . Íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî êîëiíåàðíîñòi, òîáòî
êîîðäèíàòè íàïðÿìíîãî âåêòîðà ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ ìíîæåííÿì íà òå ñàìå ÷èñëî (â íàøîìó
âèïàäêó öå (−1)).

3.2 Ïàðàëåëüíiñòü äâîõ ïëîùèí
Òâåðäæåííÿ 3.2 (Óìîâà ïàðàëåëüíîñòi äâîõ ïëîùèí) Äâi ïëîùèíè, ùî ìàþòü ðiâíÿííÿ
A1x + B1y + D1 = 0, A2x + B2y + C2z + D2 = 0, ïàðàëåëüíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè
~n1 = {A1, B1, C1} ~n2 = {A2, B2, C2} êîëiíåàðíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âåêòîðè ~n1, ~n2 íå êîëiíåàðíi, òî çà òâåðäæåííÿì 3.1 ïëîùèíè ìàþòü ¹äèíó
ñïiëüíó ïðÿìó i íå çáiãàþòüñÿ, îòæå, íå ïàðàëåëüíi. Ëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî ó âèïàäêó êîëiíåàðíîñòi
öèõ âåêòîðiâ ïëîùèíè ïàðàëåëüíi.

Íåõàé âåêòîðè ~n1, ~n2 êîëiíåðàíi, òîáòî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà λ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

~n2 = λ~n1 ⇒ A2 = λA1, B2 = λB1, C2 = λC1.

Òîäi âèíèêàþòü äâà âèïàäêè: êîëè D2 = λD1 i êîëè D2 6= λD1. ßêùî D2 = λD1, òî ðiâíÿííÿ
ïëîùèí ðiâíîñèëüíi, ìíîæèíè ðîçâÿçêiâ ó íèõ çáiãàþòüñÿ, îòæå âîíè çàäàþòü îäíó i òó æ
ïëîùèíó. À êîëè D2 6= λD1, òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü

{
A1x + B1y + C1y + D1 = 0,
λA1x + λB1y + λC1z + D2 = 0

íåñóìiñíà, ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹, i ïëîùèíè íå ïåðåòèíàþòüñÿ, îòæå, ïàðàëåëüíi.
Êiíåöü äîâåäåííÿ.

3.3 Ïàðàëåëüíiñòü ïëîùèíè i âåêòîðà, ïàðàëåëüíiñòü ïëîùèíè i ïðÿìî¨
Òâåðäæåííÿ 3.3 (Ïðî ïàðàëåëüíiñòü âåêòîðà i ïëîùèíè) Âåêòîð ~a = {a1, a2, a3} ïàðà-
ëåëüíèé ïëîùèíi π, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì Ax + By + Cz + D = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Aa1 + Ba2 + Ca3 = 0. (25)
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Äîâåäåííÿ.Îñêiëüêè âiëüíèé âåêòîð ~a ìîæíà âiäêëàäàòè âiä áóäü-ÿêî¨ òî÷êè, òî âiäêëàäåìî
éîãî âiä òî÷êè M(x1, y1, z1), ÿêà ëåæèòü ó ïëîùèíi π, òîáòî

Ax1 + By1 + Cz1 + D = 0. (26)

Âåêòîð ~a áóäå ïàðàëåëüíèì ïëîùèíi π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êiíåöü N(x2, y2, z2) âiäêëàäåíîãî
âåêòîðà −−→MN = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1} = {a1, a2, a3} ëåæèòü ó ïëîùèíi π, òîáòî êîëè

Ax2 + By2 + Cz2 + D = 0, (27)

Ax2 + By2 + Cz2 + D = Ax1 + By1 + Cz1 + D,

A(x2 − x1) + B(y2 − y1) + C(z2 − z1) = 0,

Aa1 + Ba2 + Ca3 = 0.

Íàâåäåìî ïðèêëàä. ßêùî ïëîùèíà π çàäàíà ðiâíÿííÿì 2x − 3y + 5z + 15 = 0, òî âåêòîð
~a = {7,−2,−4} ïàðàëåëüíèé ïëîùèíi π , òîìó ùî 2 · 7 + 3 · 2− 5 · 4 = 0, à âåêòîð ~b = {1, 2, 1} íå
ïàðàëåëüíèé ïëîùèíi π, òîìó ùî 1 · 2− 3 · 2 + 5 · 1 = 1 6= 0.

Ïðÿìèì íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ ïðî ïàðàëåëüíiñòü âåêòîðà i ïëîùèíè ¹ òâåðäæåííÿ ïðî
ïàðàëåëüíiñòü ïðÿìî¨, ÿêà çàäàíà âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì, i ïëîùèíè, ÿêà çàäàíà çàãàëüíèì
ðiâíÿííÿì.

Òâåðäæåííÿ 3.4 (Ïðî ïàðàëåëüíiñòü ïðÿìî¨ i ïëîùèíè) Ïëîùèíà, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì
Ax + By + Cz + D = 0, i ïðÿìà, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì




x
y
z


 =




x0

y0

z0


 + t




a1

a2

a3




ïàðàëåëüíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (25).

3.4 Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìî¨ òà ïëîùèíè â àôiííîìó ïðîñòîði
Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði ïðÿìó l çàäàíó ïàðàìåòðè÷íî i ïëîùèíó π çàäàíó çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì.
Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìî¨ i ïëîùèíè îïèñó¹òüñÿ òàêèì òâåðäæåííÿì.

Òâåðäæåííÿ 3.5 Íåõàé ïðÿìà l i ïëîùèíà π çàäàíi ðiâíÿííÿìè

l :





x = x0 + a1t
y = y0 + a2t
z = z0 + a3t

, π : Ax + By + Cz + D = 0.

Òîäi

à) l ∩ π = {¹äèíà òî÷êà} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aa1 + Ba2 + Ca3 6= 0;

á) l ‖ π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aa1 + Ba2 + Ca3 = 0 i Ax0 + By0 + Cy0 + D 6= 0;

â) l ⊂ π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aa1 + Ba2 + Ca3 = 0 i Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ i ïëîùèíè, ìè ïiäñòàâèìî x, y, z
ç ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè. Îòðèìà¹ìî

A(x0 + a1t) + B(y0 + a2t) + C(z0 + a3t) + D = 0

i íàâåäåìî ïîäiáíi ùîäî t

(Aa1 + Ba2 + Ca3)t + Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0.

ßêùî Aa1 + Ba2 + Ca3 6= 0, òî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê

t0 = −Ax0 + By0 + Cz0 + D

Aa1 + Ba2 + Ca3

.

Ç ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷êè çîðó óìîâà Aa1 + Ba2 + Ca3 6= 0 îçíà÷à¹, ùî ïðÿìà òà ïëîùèíà íå
ïàðàëåëüíi i iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà ¨õ ïåðåòèíó. Íà ïðÿìié öié òî÷öi âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó
t = t0, êîîðäèíàòè òî÷êè ïåðåòèíó: (x0 + a1t0, x0 + a2t0, z0 + a3t0). Ïóíêò à) äîâåäåíî.

ßêùî Aa1 + Ba2 + Ca3 = 0, àëå Ax0 +By0 + Cz0 +D 6= 0, òî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðiøåíü,
òîáòî ïðÿìà i ïëîùèíà íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, âîíè ïàðàëåëüíi. Ïóíêò á) äîâåäåíî.

ßêùî Aa1 +Ba2 +Ca3 = 0 i Ax0 +By0 +Cz0 +D = 0, òî ìíîæèíà ðiøåíü ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ
∀t ∈ R, òîáòî ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà êîîðäèíàòè òî÷êè íà ïðÿìié çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíÿííþ ïëîùèíè, ùî äîâîäèòü â).

Óìîâà Aa1 + Ba2 + Ca3 = 0 îçíà÷à¹, ùî íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ ïàðàëåëüíèé ïëîùèíi.
Ìîæëèâi äâà âèïàäêè: àáî ïðÿìà ïàðàëåëüíà ïëîùèíi, àáî ïðÿìà íàëåæèòü ïëîùèíi. Öå ìîæíà
ïåðåâiðèòè íàñòóïíèì ÷èíîì: ïiäñòàâèòè êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè (x0, y0, z0) íà ïðÿìié â
çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêùî Ax0 + By0 + Cz0 + D 6= 0, òî ìè ìà¹ìî òî÷êó íà ïðÿìié, ÿêà
íå íàëåæèòü ïëîùèíi � ïðÿìà i ïëîùèíà ïàðàëåëüíi; ÿêùî Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0, òî iç
óìîâè ïàðàëåëüíîñòi âèïëèâà¹, ùî i âñi iíøi òî÷êè ïðÿìî¨ íàëåæàòü ïëîùèíi.

3.5 Â'ÿçêà òà æìóòîê ïëîùèí
Âèçíà÷åííÿ 3.1 Æìóòêîì ïëîùèí íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü óñiõ ïëîùèí, ùî ïðîõîäÿòü
÷åðåç çàäàíó ïðÿìó,

Òâåðäæåííÿ 3.6 (Ïðî æìóòîê ïëîùèí) Ïðèïóñòèìî, ùî ïðÿìà ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði
çàäàíà ÿê ïåðåòèí äâîõ íåïàðàëåëüíèõ ïëîùèí π1, π2 iç çàãàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, âiäïîâiäíî,

A1x + B1y + C1z + D1 = 0 (28)

i
A2x + B2y + C2z + D2 = 0. (29)

Òîäi ïëîùèíà π3 iç çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì

A3x + B3y + C3z + D3 = 0. (30)

íàëåæèòü æìóòêó ïëîùèí, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç âèáðàíó ïðÿìó, â òîìó i òiëüêè òîìó
âèïàäêó, êîëè äëÿ äåÿêèõ λ, µ ∈ R, λ2 + µ2 6= 0 âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

A3 = λA1 + µA2, B3 = λB1 + µB2, C3 = λC1 + µC2, D3 = λD1 + µD2.
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Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî òðè ïëîùèíè ÿê â óìîâi òåîðåìè. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (28), (29)
çàäàþòü ïðÿìó (îòæå, ïëîùèíè íå ïàðàëåëüíi), òî îäèí iç òðüîõ âèçíà÷íèêiâ

d1 =

∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ , d2 =

∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ , d3 =

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
íå íóëüîâèé, � äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî d1 6= 0. Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü

{
λA1 + µA2 = A3,
λB1 + µB2 = B3

ç íåâiäîìèìè λ, µ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê λ = λ0, µ = µ0 i äî òîãî æ ¹äèíèé. Iç òîãî, ùî âñi òðè ïëîùèíè
π1, π2, π3 ïðîõîäÿòü ÷åðåç îäíó ïðÿìó, âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (28), (29), (32)
íåñêií÷åííà. Âiäíiìåìî âiä ðiâíÿííÿ (32) ðiâíÿííÿ (28), ïîìíîæåíå íà λ0 i âiäíiìåìî ðiâíÿííÿ
(29), ïîìíîæåíå íà µ0 . Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

(C3 − λ0C1 − µ0C2)z + (D3 − λD1 − µD2) = 0. (31)

Ó âèïàäêó, êîëè (C3 − λ0C1 − µ0C2) 6= 0 , ðiâííÿ (31) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê z = z0 , ñèñòåìà
{

A1x + B1y = −C1z0 −D1,
A2x + B2y = −C2z0 −D2

òàêîæ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî iñíóâàííÿ ñïiëüíî¨ ïðÿìî¨. Òàêèì
÷èíîì (C3 − λ0C1 − µ0C2) = 0, C3 = λ0C1 + µ0C2 i iç (31) âèïëèâà¹

(D3 − λD1 − µD2) = 0, D3 = λD1 + µD2.

Îñêiëüêè õî÷ îäíå iç ÷èñåë A3, B3, C3 íå íóëüîâå, òî λ2 + µ2 6= 0. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä. Çíàéòè ïëîùèíó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (−1, 1, 3) i ïðÿìó
{

2x + 3y − z + 7 = 0,
−x + 2z − 11 = 0

. (32)

Ïèøåìî ðiâíÿííÿ ïîòðiáíî¨ íàì ïëîùèíè ç íåâiäîìèìè λ, µ, òîáòî ðiâíÿííÿ æìóòêó ïëîùèí,
ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äàíîþ ïðÿìîþ:

λ(2x + 3y − z + 7) + µ(−x + 2z − 11) = 0. (33)

Îñêiëüêè íàøà ïëîùèíà ïîâèííà ïðîõîäèòè ÷åðåç òî÷êó (−1, 1, 3), òî

λ(−2 + 3− 3 + 7) + µ(1 + 6− 11) = 0, 5λ− 4µ = 0.

Âèáèðà¹ìî îäèí, áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé ðîâçâÿçîê, íàïðèêëàä: λ = 4, µ = 5. Ðiâíÿíÿì øóêàíî¨
ïëîùèíè áóäå

4(2x + 3y − z + 7) + 5(−x + 2z − 11) = 0,

3x + 12y + 6z − 27 = 0.

Âèçíà÷åííÿ 3.2 Ñiì'ÿ ïëîùèí, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó, íàçèâà¹òüñÿ â'ÿçêîþ ïëîùèí.

Òâåðäæåííÿ 3.7 (ïðî â'ÿçêó ïëîùèí) Ïëîùèíà α iç çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì

Ax + By + Cz + D = 0 (34)

ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ìîæíà çàäàòè ðiâíÿííÿì

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0.
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Äîâåäåííÿ. Ïëîùèíà π iç çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì (34) ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè

Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0,

àáî
Ax + By + Cz + D = Ax0 + By0 + Cz0 = 0,

òîáòî
A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Ïðèêëàä. Ðiâíÿííÿ âñiõ ïëîùèí, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó (3,−2, 5) ìàþòü âèãëÿä A(x−
3) + B(y + 2) + C(z − 5) = 0.

4 Ïëîùèíà â åâêëiäîâîìó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði
Â öüîìó ðîçäiëi ìè ââàæà¹ìî, ùî çàäàíà ïðÿìîêóòíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â åâêëiäîâîìó
òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði. Âiäïîâiäíî, ¹ ñêàëÿðíèé, âåêòîðíèé i çìiøàíèé äîáóòêè âåêòîðiâ, ìè
ìîæåìî îá÷èñëþâàòè êóòè ìiæ âåêòîðàìè, âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè.

4.1 Íîðìàëü, âåêòîð íîðìàëi, âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè
Âèçíà÷åííÿ 4.1 Ïðÿìó, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîùèíi, íàçèâàþòü íîðìàëëþ äî ïëîùèíè, à
íåíóëüîâèé âåêòîð, ùî ïàðàëåëüíèé íîðìàëi, îòæå ïåðïåíäèêóëÿðíèé ïëîùèíi, íàçèâàþòü
âåêòîðîì íîðìàëi.

Òâåðäæåííÿ 4.1 Ðiâíÿííÿ
〈~n,~r〉 = a (35)

äe ~n � çàäàíèé íåíóëüîâèé âåêòîð, a � çàäàíå äiéñíå ÷èñëî, ~r � ðàäióñ-âåêòîð çìiííî¨ òî÷êè,
çàäà¹ ïëîùèíó, äëÿ ÿêî¨ ~n ¹ âåêòîðîì íîðìàëi, i áóäü-ÿêà ïëîùèíà ìîæe áóòè çàäàíà ðiâíÿííÿì
âèãëÿäó (35).
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~r0

HHHHY ~n6
~r − ~r0

Ðèñ. 1: Ïëîùèíà, ùî çàäàíà âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì 〈~n,~r〉 = a.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïëîùèíà çàäàíà âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ~r = ~r0 +u~a+ v~b i âåêòîð ~n
ïåðïåíèêóëÿðíèé öié ïëîùèíi, òîáòî 〈~n,~a〉 = 0, 〈~n,~b〉 = 0. Òîäi 〈~n,~r〉 = 〈~n,~r0〉+u〈~n,~a〉+v〈~n,~b〉 =
〈~n,~r0〉 = a.

Íàâïàêè, íåõàé ìà¹ìî íåíóëüîâèé âåêòîð ~n, äiéñíå ÷èñëî a i ÿêèé-íåáóäü âåêòîð ~r0, äëÿ
ÿêîãî 〈~n,~r0〉 = a. Òîäi òî÷êà ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r ëåæèòü ó ïëîùèíi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r0 ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ~n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

〈~n,~r − ~r0〉 = 0, 〈~n,~r〉 = 〈~n,~r0〉 = a.

Äîâåäåííÿ çàâåðøåíå.
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Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (35) ç âèêîðèñòàííÿì êîîðäèíàò. ßêùî ~n = {A, B, C}, ~r = {x, y, z},
òî ðiâíÿííÿ (35) ïðèéìå âèãëÿä

Ax + By + Cz + D = 0, (36)

äå D = −a. Ìè îá ðóíòóâàëè íàñòóïíe

Òâåðäæåííÿ 4.2 (Ïðî âåêòîð íîðìàëi) ßêùî ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîêóòíà äåêàðòîâà,
òî â çàãàëüíîìó ðiâíÿííi ïëîùèíè Ax+By+Cz+D = 0 âåêòîð {A,B, C} ¹ âåêòîðîì íîðìàëi.

4.2 Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè �÷åðåç òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó�
Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r0 ïåðïåíäèêóëÿðíî
âåêòîðó ~n:

〈~n,~r − ~r0〉 = 0

Ïåðåïèøåìî öå ðiâíÿííÿ â êîîðäèíàòàõ. Îòæå, ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
~r0 = {x0, y0, z0} ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ~n = {A,B,C}:

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0, (37)

Âèçíà÷åííÿ 4.2 Ðiâíÿííÿ (37) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè �÷åðåç òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðíî
âåêòîðó�.

4.3 Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ òà ïëîùèí â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.
Êóò ìiæ ïëîùèíàìè Êóò ìiæ ïðÿìîþ òà ïëîùèíîþ

Íà åâêëiäîâié ïëîùèíi âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ òà ïëîùèí (ïðÿìà òà ïëîùèíà ïåðåòè-
íàþòüñÿ â ¹äèíié òî÷öi, ïàðàëåëüíi, àáî ïðÿìà íàëåæèòü ïëîùèíi; ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî
ïðÿìié, ïàðàëåëüíi àáî ñïiâïàäàþòü) âèçíà÷à¹òüñÿ òèìè æ óìîâàìè, ùî i â àôiííîìó ïðîñòîði.
Àëå â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ìè ùå ìà¹ìî çìîãó âèðàõóâàòè ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ
ïëîùèíè, ïðÿìi òà ïðÿìà ç ïëîùèíîþ.

Êóò ìiæ ïðÿìèìè. Ïðÿìi l1 òà l2 àáî ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî ïàðàëåëüíi (ñïiâïàäàþòü), àáî
¹ ìèìîáiæíèìè. ßêùî ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ, òî êóòîì ìiæ íèìè ââàæà¹òüñÿ íàéìåíøèé ç
óòâîðåíèõ íèìè êóòiâ. ßêùî, ïðÿìi ïàðàëåëüíi àáî ñïiâïàäàþòü, òî êóò ìiæ íèìè ïðèéìà¹òüñÿ
ðiâíèì 0. ßêùî æ ïðÿìi ìèìîáiæíi, òî êóòîì ìiæ l1 òà l2 ââàæà¹òüñÿ êóò ìiæ l1 òà ïðÿìîþ l′2
òàêîþ, ùî l1 ∩ l′2 6= ∅ òà l′2 ‖ l2.

Îòæå, â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó êóò ϕ ìiæ ïðÿìèìè � öå ãîñòðèé êóò ìiæ íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè
ïðÿìèõ, òîáòî

cos ϕ = | cos(~a1 ̂~a2)| = |〈~a1, ~a2〉|
|~a1| · |~a2| .

Êóò ìiæ ïëîùèíàìè. Êóòîì ìiæ ïëîùèíàìè íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèé ç äâîõ äâîãðàííèõ
êóòiâ, ÿêi óòâîðåíi öèìè ïëîùèíàìè. Ìiðîþ äâîãðàííîãî êóòà ¹ êóò ìiæ ïðÿìèìè, ÿêi ïåðïåí-
äèêóëÿðíi ðåáðó äâîãðàííîãî êóòà. Öåé êóò äîðiâíþ¹ êóòó ìiæ ïðÿìèìè, ÿêi ïåðïåíäèêóëÿðíi
çàäàíèì ïëîùèíàì, òîáòî ìàþòü íàïðÿìêè âåêòîðiâ íîðìàëåé ïëîùèí.

Îòæå, êóò ϕ ìiæ ïëîùèíàìè � öå ãîñòðèé êóò ìiæ âåêòîðàìè íîðìàëåé ïëîùèí, òîáòî

cos ϕ = | cos(~n1 ̂~n2)| = |〈~n1, ~n2〉|
|~n1| · |~n2| .
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Êóò ìiæ ïðÿìîþ òà ïëîùèíîþ. Êóò ϕ ìiæ ïðÿìîþ òà ïëîùèíîþ � öå ãîñòðèé êóò ìiæ
ïðÿìîþ òà ¨¨ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ íà ïëîùèíó, òîáòî öå ãîñòðèé êóò, ÿêèé äîïîâíþ¹ äî
ïðÿìîãî êóòà êóò ìiæ íàïðÿìíèì âåêòîðîì ïðÿìî¨ òà âåêòîðîì íîðìàëi ïëîùèíè:

sin ϕ = | cos(~â~n)| = |〈~a, ~n〉|
|~a| · |~n| ,

äå ~a � íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨, ~n � âåêòîð íîðìàëi ïëîùèíè.
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4.4 Âiäõèëåííÿ âiä òî÷êè äî ïëîùèíè. Íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè.
Êîæíà ïëîùèíà äiëèòü òðèâèìiðíèé äiéñíèé ïðîñòið íà äâà ïiâïðîñòîðè: âiäðiçîê, ÿêèé ç'¹äíó¹
òî÷êè îäíîãî ïiïðîñòîðó, íå ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó, à ÿêùî êiíöi âiäðiçêà ëåæàòü â ðiçíèõ ïiâïðî-
ñòîðàõ, òî öåé âiäðiçîê ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó.

Âèçíà÷åííÿ 4.3 Íåõàé α � ïëîùèíà i V1, V2 � äâà ïiâïðîñòîðè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ïëîùèíîþ
α, d = d(M,α) � âiäñòàíü âiä òî÷êè M äî ïëîùèíè α. Ôóíêöiÿ

δ(M) =





d(M, α), ÿêùî M ∈ V1,
0, ÿêùî M ∈ α,

−d(M, α), ÿêùî M ∈ V2,

íàçèâà¹òüñÿ âiäõèëåííÿì òî÷êè M âiä ïëîùèíè α.

Äëÿ ïðèêëàäó, ÿêùî òî÷êà M ìà¹ êîîðäèíàòè (x0, y0, z0), òî y áóäå âiäõèëåííÿ òî÷êè M âiä
êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè xOz.

Ìåòîþ ïîäàëüøî¨ ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ ôîðìóëè äëÿ ïiäðàõóíêó âiäõèëåííÿ òî÷êè âiä
ïëîùèíè i, âiäïîâiäíî, çíàõîäæåííÿ âiäñòàíi âiä òî÷êè äî ïëîùèíè.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè â çàãàëüíîìó ðiâíÿííi (36) äîâæèíà âåêòîðà íîìàëi ~n = {A,B, C}
äîðiâíþ¹ îäèíèöi:

|~n|2 = A2 + B2 + C2 = 1.

Âèçíà÷åííÿ 4.4 Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè (36) íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì, ÿêùî

A2 + B2 + C2 = 1.

Ùîá çàãàëüíå ðiâíÿííÿ (36) ïåðåòâîðèòè â íîðìàëüíå, ïîòðiáíî ðîçäiëèòè éîãî íà
√

A2 + B2 + C2

Âèçíà÷åííÿ 4.5 Ïåðåõiä âiä çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ (36) äî íîðìàëüíîãî

A√
A2 + B2 + C2

x +
B√

A2 + B2 + C2
y +

C√
A2 + B2 + C2

z +
D√

A2 + B2 + C2
= 0

íàçèâà¹òüñÿ íîðìóâàííÿì çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
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Ïðèêëàä. Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ
5x− 3y − 2z + 1 = 0

íå ¹ íîðìàëüíèì, îñêiëüêè 52 +32 +22 = 38 6= 1. Ùîá éîãî íîðìóâàòè, ïîòðiáíî ðîçäiëè íà
√

38.
Ðiâíÿííÿ

5√
38

x− 3√
38

y − 2√
38

z +
1√
38

= 0

¹ íîðìàëüíèì.

Òâåðäæåííÿ 4.3 (ïðî âiäõèëåííÿ òî÷êè âiä ïëîùèíè) Íåõàé âåêòîð ~n = {A,B,C} ìà¹
äîâæèíó 1, |~n|2 = A2 + B2 + C2 = 1 i ïëîùèíà α ìà¹ âåêòîðíå ðiâíÿííÿ

〈~n,~r〉 = a

i íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ
Ax + By + Cz + D = 0.

Ïîçíà÷èìî ~rM ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè M(x, y, z) ïðîñòîðó. Òîäi ôóíêöiÿ

δ(M) = 〈~n,~rM〉 − a (38)

àáî
δ(M) = Ax + By + Cz + D (39)

¹ âiäõèëåííÿì âiä òî÷êè M äî çàäàíî¨ ïëîùèíè.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî òî÷êó N ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r0 = {x0, y0, z0} íà ïëîùèíi α. Òîäi

〈~n,~r0〉 = a, Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0.

Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè M ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r = {x, y, z} ó ïðîñòîði áóäó¹ìî òðè âåêòîðè −−→NM =

~r−~r0, ~m, ~h òàê, ùî (äèâ. ðèñ. 4.4) ~m ïàðàëåëüíèé ïëîùèíi α (¹ îðòîãîíàüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà
~r − ~r0 íà ïëîùèíó α), ~h ïåðïåíäèêóëÿðíèé ïëîùèíi α i

−−→
NM = ~r − ~r0 = ~m + ~h.

Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ ÷èñëî

〈~n,~h〉 = |~n| · |~h| cos ϕ = 1 · |~h| cos ϕ = ±|~h|, ϕ ∈ {0, π}

áóäå âiäõèëåííÿì òî÷êè M âiä ïëîùèíè α. Êóò ϕ òóò ìîæå ïðèéìàòè äâà çíà÷åííÿ 0 i π. ßêùî
ϕ = 0, òî òî÷êà M i êiíåöü âåêòîðà íîðìàëi ~n, âiäêëàäåíîãî âiä ïëîùèíè α ëåæàòü â îäíîìó
ïiâïðîñòîði, à ÿêùî ϕ = π, òî â ðiçíèõ ïiâïðîñòîðàõ.

Îñêiëüêè

〈~n,~rM〉 − a = 〈~n,~rM〉 − 〈~n,~r0〉 = 〈~n,~rM − ~r0〉 = 〈~n, ~m + ~h〉 = 〈~n, ~m〉+ 〈~n,~h〉 = 〈~n,~h〉,

òî ñïîñiá (38) îá÷èñëåííÿ âiäõèëåííÿ òî÷êè âiä ïëîùèíè ¹ êîðåêòíèì.
Â êîîðäèíàòíîìó çàïèñi

〈~n,~rM〉 = Ax + By + Cz, 〈~n,~r0〉 = Ax0 + By0 + Cz0.

Îñêiëüêè ~r0 � ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè ïëîùèíè α, òî

Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0, D = −Ax0 −By0 − Cz0
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Ðèñ. 2: Ïëîùèíà çàäàíà ðiâíÿííÿì 〈~n,~r〉 − a = 0, ~n � âåêòîð íîðìàëi îäèíè÷íî¨ äîâæèíè,
òî÷êà N ëåæèòü ó ïëîùèíi i ¨¨ ðàäióñ-âåêòîð äîðiâíþ¹ ~r0 , M - äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó ç
ðàäióñîì-âåêòîðîì ~rM , ~m � ïðîåêöiÿ âåêòîðà ~rM − ~r0 íà ïëîùèíó, âåêòîð ~h = (~rM − ~r0) − ~m
ïåðïåíäèêóëÿðíèé ïëîùèíi, 〈~n,~rM〉−a = δ(M) - âiäõèëåííÿ âiä òî÷êè M äî ïëîùèíè, |δ(M)| =
d � âiäñòàíü âiä òî÷êè M äî ïëîùèíè.

i
〈~n,~h〉 = 〈~n,~r − ~r0〉 = Ax + By + Cz − Ax0 −By0 − Cz0 = Ax + By + Cz + D

Îòæå ñïîñiá (39) îá÷èñëåííÿ âiäõèëåííÿ òî÷êè âiä ïëîùèíè òàêîæ ¹ êîðåêòíèì.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè çàäàíå ó âèãëÿäi 〈~n,~r − ~r0〉 = 0 (|~n| = 1), òî
âiäõèëåííÿì òî÷êè M âiä ïëîùèíè áóäå:

δ(M) = 〈~n,~rM − ~r0〉 (40)

ßêùî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ êîíêðåòíî¨ çàäà÷è íàì íå ïîòðiáíî çíàòè âiäñòàíü âiä òî÷êè äî
ïëîùèíè, à ïîòðiáíî ëèøå âñòàíîâèòè â ÿêîìó ïiâïðîñòîði âiäíîñíî ïëîùèíè çíàõîäèòüñÿ òî÷êà,
òîáòî íàñ öiêàâèòü òiëüêè çíàê âiäõèëåííÿ, òî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ìîæíà íå íîðìóâàòè.

4.5 Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïëîùèíè
ßêùî ïëîùèíà çàäàíà íîðìàëüíèì ðiâíÿííÿì, òî âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïëîùèíè � öå d(M,α) =
|δ(M)| (äèâèñü âiäïîâiäíi ôîðìóëè äëÿ δ(M)).

Òâåðäæåííÿ 4.4 (ïðî âiäñòàíü òî÷êè âiä ïëîùèíè) Íåõàé ïëîùèíà α ìà¹ ðiâíÿííÿ

〈~n,~r〉 = a, àáî 〈~n,~rM − ~r0〉 = 0, àáî Ax + By + Cz + D = 0.

Òîäi âiäñòàíü âiä òî÷êè M(x1, y1, z1) ñ ðàäióñîì-âåêòîðîì ~rM äî ïëîùèíè α îá÷èñëþ¹òüñÿ
âiäïîâiäíî çà ôîðìóëàìè

d(M, α) =
|〈~n,~rM〉 − a|

|~n| (41)

d(M, α) =
|〈~n,~rM − ~r0〉|

|~n| (42)

d(M, α) =
|Ax1 + By1 + Cz1 + D|√

A2 + B2 + C2
(43)
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4.6 Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ ó ïðîñòîði
Íåõàé ïðÿìà l ó ïðîñòîði çàäàíà ðiâíÿííÿì ~r = ~r0 + ~at. Çíàéäåìî âiäñòàíü âiä òî÷êè M ç
ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r1 äî ïðÿìî¨ l. Ðîçãëÿíåìî ïàðàëåëîãðàì, ïîáóäîâàíèé íà âåêòîðàõ ~r1 − ~r0 i
~a. Øóêàíà âiäñòàíü äîðiâíþ¹ âèñîòi h öüîãî ïàðàëåëîãðàìà.
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Ïëîùà ïàðàëåëîãðàìà S = |~a|h. Ç iíøîãî áîêó, S =
∣∣[~r1 − ~r0,~a]

∣∣. Îòæå,

h =

∣∣[~r1 − ~r0,~a]
∣∣

|~a| .

Çàïèøåìî öþ ôîðìóëó â iíøèõ ïîçíà÷åííÿõ. Íåõàé íà ïðÿìié l âiäîìi êîîðäèíàòè òî÷êè A òà
íàïðÿìíîãî âåêòîðà ~a. Âiäñòàíü h âiä òî÷êè M äî ïðÿìî¨ l:

h =

∣∣[−−→AM,~a]
∣∣

|~a| . (44)

4.7 Ñïiëüíèé ïåðïåíäèêóëÿð äâîõ ìèìîáiæíèõ ïðÿìèõ
Íåõàé l1 : ~r = ~r1+~a1t i l2 : ~r = ~r2+~a2t � äâi ìèìîáiæíi ïðÿìi â ïðîñòîði. Ñïiëüíèé ïåðïåðäèêóëÿð
ìà¹ íàïðÿìîê ~N = [~a1,~a2], îñêiëüêè ~N ⊥ ~a1 i ~N ⊥ ~a2.

Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíè π1 : ~r = ~r1 + ~a1u + ~Nv òà π2 : ~r = ~r2 + ~a2u + ~Nv. Öi ïëîùèíè íå
ïàðàëåëüíi, âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié l = π1 ∩ π2, ùî ìà¹ íàïðÿìîê ~N .

Ïðÿìi l òà l1 îáèäâi ëåæàòü ó ïëîùèíi π1 i íå ïàðàëåëüíi (âîíè ïåðïåíäèêóëÿðíi), îòæå
ïðÿìà l ïåðåòèíà¹ ïðÿìó l1 ïiä ïðÿìèì êóòîì.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî ïðÿìà l ïåðåòèíà¹ ïðÿìó l2 ïiä ïðÿìèì êóòîì.
Îòæå, ïðÿìà l i ¹ øóêàíèé ñïiëüíèé ïåðïåíäèêóëÿð. Âèïèøåìî éîãî ðiâíÿííÿ. Çàïèøåìî

ðiâíÿííÿ ïëîùèí ó âèãëÿäi:
π1 : 〈~r − ~r1, [~a1, ~N ]〉 = 0,

π2 : 〈~r − ~r2, [~a2, ~N ]〉 = 0.

Òîäi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ l: { 〈~r − ~r1, [~a1, ~N ]〉 = 0

〈~r − ~r2, [~a2, ~N ]〉 = 0
, äå ~N = [~a1,~a2].

4.8 Âiäñòàíü ìiæ ìèìîáiæíèìè ïðÿìèìè
Íåõàé l1 òà l2 � ìèìîáiæíi ïðÿìi. l1 : ~r = ~r1 +~a1t, l2 : ~r = ~r2 +~a2t. Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíè π1 : ~r =
~r1 + ~a1u + ~a2v òà π2 : ~r = ~r2 + ~a1u + ~a2v. Öå äâi ïàðàëåëüíi ïëîùèíè, â ÿêèõ ëåæàòü íàøi
ìèìîáiæíi ïðÿìi. Âiäñòàíü ìiæ l1 òà l2 � öå âiäñòàíü ìiæ π1 òà π2.
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~a1

~r1 − ~r2

M1

M2

l2

l1

Òî÷êà M1 ñ ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r1 íàëåæèòü π1. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè π2 ó âèãëÿäi:
π2 : 〈~r−~r2, [~a1,~a2]〉 = 0. Òîäi âiäñòàíü âiä M1 äî π2 � öå âiäñòàíü ìiæ ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè
i, âiäïîâiäíî, âiäñòàíü ìiæ ìèìîáiæíèìè ïðÿìèìè l1 òà l2:

dl1,l2 =
|〈~r1 − ~r2, [~a1,~a2]〉|

|[~a1,~a2]| . (45)

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü ôîðìóëîþ (42), äå ~n = [~a1,~a2].

Íàñëiäîê 4.1 Íåõàé l1 : ~r = ~r1 + ~a1t, l2 : ~r = ~r2 + ~a2t, ~a1 ∦ ~a2 äâi íåïàðàëåëüíi ïðÿìi. Öi ïðÿìi
ïåðåòèíàþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 〈~r1 − ~r2, [~a1,~a2]〉 = 0.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî íàâåäåíà óìîâà îçíà÷à¹ ðiâíiñòü íóëþ âiäñòàíi ìiæ
ìèìîáiæíèìè ïðÿìèìè (45).

5 Ìàëèé øëÿõåòíèé íàáið çàäà÷ íà ïëîùèíó
Çàäà÷à 1. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ëåæèòü çàäàíà òî÷êà ìiæ äâîìà çàäàíèìè ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ïîçíà÷à¹ìî äâi çàäàíi ïàðàëåëüíi ïëîùèíè ÷åðåç α1, α2, à çàäàíó òî÷êó
÷åðåç M . Íà ïëîùèíàõ α1 i α2 âèáèðà¹ìî âiäïîâiäíî òî÷êè A i B. Òåïåð òî÷êà M ëåæèòü
ìiæ äâîìà ïëîùèíàìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ëåæèòü ïî òó æ ñòîðîíó âiä α2, ùî i A, i
ïî òó æ ñòîðîíó âiä α1, ùî i B. Ïiäðàõoâó¹ìî âiäõèëåííÿ δ1(M), δ2(M) òî÷êè M âiä ïëîùèí
α1, α2, âiäõèëåííÿ δ2(A) òî÷êè A âiä ïëîùèíè α2 i âiäõèëåííÿ δ1(B) òî÷êè B âiä α1. Òåïåð ìè
ìîæåìî ñêàçàòè, ùî òî÷êà M ëåæèòü ìiæ ïëîùèíàìè α1, α2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíàê δ1(M)
çáiãà¹òüñÿ iç çíàêîì δ1(B), à çíàê δ2(M) çáiãà¹òüñÿ iç çíàêîì δ2(A).

Çàäà÷à 2. Çíàéòè áiñåêòîðíi ïëîùèíè äâîãðàííîãî êóòà, óòâîðåíîãî äâîìà ïëîùèíàìè, ùî
ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ïîçíà÷èìî îäíó ïëîùèíó ÷åðåç α, à äðóãó ÷åðåç β. Ïîçíà÷èìî âiäõèëåííÿ
òî÷êè M(x, y, z) âiä ïëîùèíè α ÷åðåç d, à âiäõèëåííÿ M âiä ïëîùèíè β ÷åðåç h. Òîäi ðiâíÿííÿì
îäíi¹¨ áiñåêòîðíî¨ ïëîùèíè áóäå

h = d,

à ðiâíÿííÿì äðóãî¨ áiñåêòîðíî¨ ïëîùèíè áóäå

h = −d.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè âåêòîð ~n íîðìàëi ïëîùèíè, ùî çàäàíà âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ~r = ~r0 +u~a+
v~b.

Âiäïîâiäü: ~n = [~a,~b].
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Çàäà÷à 4. Çíàéòè íàïðÿìíèé âåêòîð ~a ïðÿìî¨, ïî ÿêié ïåðåòèíàþòüñÿ çàäàíi äâi ïëîùèíè,
ÿêùî âiäîìi âåêòîðè ~n1, ~n2 íîðìàëåé öèõ ïëîùèí.

Âiäïîâiäü: ~a = [~n1, ~n2].

Çàäà÷à 5. Çíàéòè òî÷êó M ′(x1, y1, z1), ÿêà ñèìåòðè÷íà òî÷öi M(x0, y0, z0) âiäíîñíî ïëîùèíè
α ç ðiâíÿííÿì Ax + By + Cz + D = 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Òî÷êà M ′ áóäå ñèìåòðè÷íà òî÷öi M âiäíîñíî α òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âåêòîð−−−→MM ′ áóäå ïàðàëåëüíèì âåêòîðó íîðìàëi äî ïëîùèíè α, à ñåðåäèíà âiäðiçêà MM ′ ëåæèòü
ó ïëîùèíi α. Îòæå äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷êè M ′ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó òðüîõ ðiâíÿíü

x1 − x0

A
=

y1 − y0

B
=

z2 − z0

C
, A

x1 + x0

2
+ B

y1 + y0

2
+ C

z1 + z0

2
+ D = 0.

6 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 1. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ áiñåêòðèñè òóïîãî êóòà ìiæ ïðÿìîþ l : x − 2y − 5 = 0, y −
4z + 14 = 0 òà ¨¨ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ íà ïëîùèíó α : x + y + 1 = 0. Ñèñòåìà êîîðäèíàò
ïðÿìîêóòíà.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ðiâíÿííÿ áiñåêòðèñè, íàì ïîòðiáíî çíàòè íàïðÿìíi
âåêòîðè ïðÿìî¨ òà ¨¨ îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨. Íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ ìè çíàéäåìî ÿê âåêòîðíèé
äîáóòîê âåêòîðiâ íîðìàëåé ïëîùèí, ïåðåòèíîì ÿêèõ âîíà óòâîðåíà: ~a = [~n1, ~n2], ~n1 = {1,−2, 0}, ~n2 =
{0, 1,−4}.

~a = [~n1, ~n2] =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3

1 −2 0
0 1 −4

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
−2 0

1 −4

∣∣∣∣~e1 −
∣∣∣∣

1 0
0 −4

∣∣∣∣~e2 +

∣∣∣∣
1 −2
0 1

∣∣∣∣~e3 = {8, 4, 1}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òî÷êà ç êîîäèíàòàìè (1,−2, 3) íàëåæèòü ïðÿìié l, îòæå ïàðàìåòðè÷íå
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨: 




x = 1 + 8t
y = −2 + 4t
z = 3 + t

Çíàéäåìî êîîðäèíàòè òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ l òà ïëîùèíè α, äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî ïàðàìåòðè÷íå
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè:

1 + 8t− 2 + 4t + 1 = 0, ⇒ 12t = 0, ⇒ t = 0.

Îòæå, ïåðåòèí ïðÿìî¨ i ïëîùèíè âiäáóâà¹òüñÿ ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðà t = 0, ïiäñòàâëÿ¹ìî éîãî
ó ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ l, òà îòðèìà¹ìî êîîðäèíàòè òî÷êè ïåðåòèíó: A(1,−2, 3).

×åðåç ïðÿìó l ïðîâåäåìî ïëîùèíó β ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïëîùèíè α. Äëÿ öüîãî áåðåìî
òî÷êó A(1,−2, 3) íà ïðÿìié l, íàïðÿìíèé âåêòîð ~a = {8, 4, 1} ïðÿìî¨ l, òà âåêòîð íîðìàëi ~nα =
{1, 1, 0} ïëîùèíè α:

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y + 2 z − 3
8 4 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
4 1
1 0

∣∣∣∣ (x− 1)−
∣∣∣∣

8 1
1 0

∣∣∣∣ (y + 2) +

∣∣∣∣
8 4
1 1

∣∣∣∣ (z − 3) =

= −1(x− 1) + (y + 2) + 4(z − 3) = −x + y + 4z − 9 = 0.

Îòæå, îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ l íà α � öå ïåðåòèí ïëîùèí α i β. Íàïðÿìíèé âåêòîð îðòîãîíàëüíî¨
ïðîåêöi¨ ìè çíàéäåìî àíàëîãè÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ÿê âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ íîðìàëåé
ïëîùèí, ïåðåòèíîì ÿêèõ âîíà óòâîðåíà: ~nα = {1, 1, 0}, ~nβ = {−1, 1, 4}.

[~nα, ~nβ] =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3

1 1 0
−1 1 4

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
1 0
1 4

∣∣∣∣~e1 −
∣∣∣∣

1 0
−1 4

∣∣∣∣~e2 +

∣∣∣∣
1 1

−1 1

∣∣∣∣~e3 = {4,−4, 2} ‖ {2,−2, 1} = ~b.
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Ïåðåâiðèìî, ÿêèé êóò óòâîðþþòü âåêòîðè ~a i ~b, äëÿ öüîãî çíàéäåìî ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê:
〈~a,~b〉 = 16 − 8 + 1 = 9 > 0. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîäàòíèé, òîáòî êîñèíóñ êóòà ìiæ âåêòîðàìè
äîäàòíèé, îòæå êóò ãîñòðèé. Âiçüìåìî â ÿêîñòi íàïðÿìíîãî âåêòîðà îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨
âåêòîð ~b1 = −~b = {−2, 2,−1}. Âåêòîðè ~a i ~b1 óòâîðþþòü òóïèé êóò. Çíàéäåìî ¨õ äîâæèíè.

|~a| = √
64 + 16 + 1 =

√
81 = 9, |~b1| =

√
4 + 4 + 1 =

√
9 = 3

Âåêòîðè ~a i 3~b1 ìàþòü îäíàêîâi äîâæèíè (ïî 9), âîíè óòâîðþþòü ðîìá. Âiäîìî, ùî äiàãîíàëü
ðîìáà ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà. Ñóìà âåêòîðiâ ~a i 3~b1 (çà ïðàâèëîì ïàðàëåëîãðàìà) ¹ äiàãîíàëü i
áiñåêòðèñà ðîìáà. Îòæå, íàïðÿìíèé âåêòîð áiñåêòðèñè òóïîãî êóòà:

~a + 3~b1 = {8, 4, 1}+ {−6, 6,−3} = {2, 10,−2} ‖ {1, 5,−1} = ~c

Íàøà áiñåêòðèñà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì ~c, òîáòî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ:




x = 1 + t
y = −2 + 5t
z = 3− t

Âiäïîâiäü: êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ áiñåêòðèñè x− 1

1
=

y + 2

5
=

z − 3

−1
.

Ïðèêëàä 2. Çíàéäiòü âiäñòàíü ìiæ ïàðàëåëüíèìè ïðÿìèìè x = t + 1, y = 2t − 1, z = t i
x = t + 2, y = 2t− 1, z = t + 1.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íàïðÿìíi âåêòîðè îáîõ ïðÿìèõ ~a1 = ~a2 = {1, 2, 1}, òîáòî ïðÿìi äiéñíî
ïàðàëåëüíi, àáî ñïiâïàäàþòü. Âiäñòàíü ìiæ ïàðàëåëüíèìè ïðÿìèìè äîðiâíþ¹ âiäñòàíi âiä äîâiëüíî¨
òî÷êè îäíi¹¨ ïðÿìî¨ äî äðóãî¨ ïðÿìî¨. Íà ïåðøié ïðÿìié íàì âiäîìà òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè
A1(1,−1, 0) íà äðóãié A2(2,−1, 1). Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ (44), äå M = A1, A = A2, ~a = ~a2,
òîáòî

h =

∣∣[−−−→A2A1,~a2]
∣∣

|~a2| .

Çíàõîäèìî −−−→A2A1 = {−1, 0,−1} òà îá÷èñëþ¹ìî âåêòîðíèé äîáóòîê

[
−−−→
A2A1,~a2] =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3

−1 0 −1
1 2 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
0 −1
2 1

∣∣∣∣~e1 −
∣∣∣∣
−1 −1

0 0

∣∣∣∣~e2 +

∣∣∣∣
−1 0

1 2

∣∣∣∣~e3 = {2, 0,−2}.

∣∣[−−−→A2A1,~a2]
∣∣ = 2

√
2, |a2| =

√
1 + 4 + 1 =

√
6, îòæå h =

2
√

2√
6

=
2
√

3

3
.

Âiäïîâiäü: âiäñòàíü ìiæ ïàðàëåëüíèìè ïðÿìèìè äîðiâíþ¹ 2
√

3

3
.

Ïðèêëàä 3. Çíàéäiòü êîîðäèíàòè öåíòðó ñôåðè ðàäióñà r = 5, âïèñàíîãî â òîé òðèãðàííèé
êóò, óòâîðåíèé ïëîùèíàìè 3x− 4y + 8 = 0(1), 6x− 2y − 3z + 4 = 0(2), x + 2y + 2z − 20 = 0(3),
ÿêîìó íàëåæèòü òî÷êà A(1,−1,−1).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.ßêùî ñôåðà äîòèêà¹òüñÿ ïëîùèíè, òî âiäñòàíü âiä öåíòðó ñôåðè äî ïëîùèíè
äîðiâíþ¹ ðàäióñó ñôåðè. Îñêiëüêè ñôåðà ëåæèòü â òîìó òðèãðàííîìó êóòi, ÿêîìó íàëåæèòü
òî÷êà A, òî çíàê âiäõèëåííÿ öåíòðó ñôåðè âiä ïëîùèí òðèãðàííîãî êóòà ñïiâïàäà¹ çi çíàêîì
âiäõèëåííÿ òî÷êè A âiä âiäïîâiäíèõ ïëîùèí. Îá÷èñëèìî çíàê âiäõèëåííÿ òî÷êè A âiä ïëîùèí
(ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ìîæíà íå íîðìóâàòè):

3 · 1− 4 · (−1) + 8 = 15 ⇒ δ1(A) > 0,
6 · 1− 2 · (−1)− 3 · (−1) + 4 = 13 ⇒ δ2(A) > 0,
1 + 2 · (−1) + 2 · (−1)− 20 = −23 ⇒ δ3(A) < 0,
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Íåõàé öåíòð ñôåðè çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi O(a, b, c), ðàäióñ ñôåðè r = 5, òîäi ñ óðàõóâàííÿì
çíàêó âiäõèëåííÿ çãiäíî ôîðìóëàì (43) îòðèìà¹ìî:





3a− 4b + 8√
9 + 16

= 5

6a− 2b− 3c + 4√
36 + 4 + 9

= 5

a + 2b + 2c− 20√
1 + 4 + 4

= −5

∼




3a− 4b = 17
6a− 2b− 3c = 31
a + 2b + 2c = 5

Ðîçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó çà ìåòîäîì Ãàóñà (äëÿ çðó÷íîñòi ïîìiíÿëè ìiñöÿìè ðiâíÿííÿ):



1 2 2
3 −4 0
6 −2 −3

∣∣∣∣∣∣

5
17
31


 ∼




1 2 2
0 −10 −6
0 6 −3

∣∣∣∣∣∣

5
2

−3


 ∼




1 2 2
0 2 −1
0 0 −11

∣∣∣∣∣∣

5
−1
−3


 ∼

∼



1 2 0
0 2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

49
11

− 8
11
3
11


 ∼




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

57
11

− 4
11
3
11




Îòæå, öåíòð ñôåðè çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi O
(

57
11

,− 4
11

, 3
11

)
, ðàäióñ r = 5 i ðiâíÿííÿ ñôåðè (x −

57
11

)2 + (y + 4
11

)2 + (z − 3
11

)2 = 25.
Âiäïîâiäü: öåíòð ñôåðè çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi O

(
57
11

,− 4
11

, 3
11

)
.
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