
Øóãàéëî Å.À. Àôôèííàÿ êðèâèçíà ïëîñêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà àôôèííûõ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòÿõ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àôôèííûå ïîãðóæåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ñìûñëå Ê. Íîìèä-
çó, Ò. Ñàñàêè. Ïóñòü (Mn,∇) � àôôèííîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñâÿçíîñòüþ ∇, a
(Rn+1, D)� ñòàíäàðòíîå (àðèôìåòè÷åñêîå) àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ
D. Ïîãðóæåíèå f : (Mn,∇) → (Rn+1, D) íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè âäîëü ïîãðóæåíèÿ
îïðåäåëåíî òðàíñâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå ξ òàêîå, ÷òî â êàæäîé
òî÷êå x ∈ Mn äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y íà Mn ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

(DXf∗(Y ))x = (f∗(∇XY ))x + hx(X, Y )ξ, (1)
êîòîðîå îïðåäåëÿåò àôôèííóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó h(X, Y ). Èçâåñòíî, ÷òî ðàíã àô-
ôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íå çàâèñèò îò âûáîðà òðàíñâåðñàëüíîãî âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ. Ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ íåâûðîæäåííîé àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Äëÿ òðàíñâåðñàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ çàïèñûâàåòñÿ òàêæå àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå
DXξ = −f∗(SX) + τ(X)ξ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà S è ôîðìó òðàíñâåðñàëüíîé ñâÿçíîñòè τ .
Äëÿ ïîãðóæåíèÿ f : Mn → Rn+1 (áåç çàäàííîé ñâÿçíîñòè) âûáîð òðàíñâåðñàëüíîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ îïðåäåëÿåò èíäóöèðîâàííóþ ñâÿçíîñòü ∇ èç ðàçëîæåíèÿ (1).
Äëÿ àôôèííîãî ïîãðóæåíèÿ f : Mn → Rn+1 ñ òðàíñâåðñàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì ξ

îïðåäåëèì èíäóöèðîâàííûé ýëåìåíò îáúåìà θ íà Mn ñëåäóþùèì îáðàçîì:
θ(X1, . . . , Xn) = |f∗(X1), . . . , f∗(Xn), ξ|.

Äëÿ àôôèííîãî ïîãðóæåíèÿ f : Mn → Rn+1, òðàíñâåðñàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íàçû-
âàåòñÿ ýêâèàôôèííûì, åñëè ∇Xθ äëÿ âñåõ X ∈ Tx(M

n), x ∈ Mn. Äàííîå óñëîâèå ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òî ôîðìà òðàíñâåðñàëüíîé ñâÿçíîñòè íóëåâàÿ τ(X) ≡ 0. Ñ ýêâèàôôèííûì
âåêòîðíûì ïîëåì ξ ìû èìååì ýêâèàôôèííóþ ñòðóêòóðó (∇, θ) íà Mn.

Äëÿ íåâûðîæäåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè f : Mn → Rn+1 ýêâèàôôèííîå òðàíñâåðñàëü-
íîå âåêòîðíîå ïîëå, äëÿ êîòîðîãî ýëåìåíò îáúåìà, èíäóöèðîâàííûé àôôèííîé ôóíäàìå-
òàëüíîé ôîðìîé, ñîâïàäàåò ñ θ, íàçûâàåòñÿ àôôèííûì íîðìàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì, à
ãèïåðïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Áëÿøêå. Äàííîå óñëîâèå íà ξ ÿâëÿåòñÿ
æåñòêèì: àôôèííàÿ íîðìàëü îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè Áëÿøêå îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà èìååò âèä
S = λI, ãäå λ � ôóíêöèÿ, I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, òî λ = const.

Ãèïåðïîâåðõíîñòü Áëÿøêå íàçûâàåòñÿ àôôèííîé ãèïåðñôåðîé, åñëè S = λI. Åñëè λ = 0,
òî ýòî íåñîáñòâåííàÿ àôôèííàÿ ãèïåðñôåðà, à åñëè æå λ 6= 0 � ñîáñòâåííàÿ àôôèííàÿ
ãèïåðñôåðà.

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ãèïåðïîâåðõíîñòü Áëÿøêå ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ãèïåðñôåðîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå åå ãåîäåçè÷åñêèå ïëîñêèå.
Åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ íà íîðìàëü Áëÿøêå è ðàññìàòðèâàòü íåâûðîæäåííûå àô-

ôèííûå ïîãðóæåíèÿ f : (Mn,∇) → (Rn+1, D), òî èç óñëîâèÿ, ÷òî âñå ∇-ãåîäåçè÷åñêèå
ïëîñêèå, ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà èìååò âèä S = λI, ãäå λ � íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå ïîãðóæåíèÿ íàçûâàþòñÿ îìáèëè÷åñêèìè. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè
ôóíêöèÿ λ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî áåç èçìåíåíèÿ ñâÿçíî-
ñòè ìîæíî âûáðàòü ξ = −~r, ãäå ~r � ðàäèóñ-âåêòîð, çàäàþùèé ïîãðóæåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî
àôôèííîå ïîãðóæåíèå ñ ξ = −~r íàçûâàåòñÿ öåíòðî-àôôèííûì, äëÿ íåãî S = I.
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýêâèàôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþùèå îáúåì, òî ìîæíî ãîâîðèòü îá àôôèííîé êðèâèçíå êðèâîé. Íà
àôôèííîé ãèïåðñôåðå, öåíòðî-àôôèííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè è àôôèííîé îìáèëè÷åñêîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè âñå ãåîäåçè÷åñêèå ïëîñêèå. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ
êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì X íà íåâûðîæäåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé
êðèâîé, òî SX = λX, ãäå λ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ íåâûðîæäåííîé ïëîñêîé êðèâîé ~r = ~r(t) ∈ R2 àôôèííàÿ äëèíà äóãè σ è àôôèííàÿ
êðèâèçíà k(σ) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ =

∫
| ~rt

′ ~rt
′′ | 13 dt, ~rσ

′′′ = −k(σ)~rσ
′

Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ àôôèííîé êðèâèçíû ïëîñêîé ãåîäåçè÷åñêîé íà àôôèííîé ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè ñ ýêâèàôôèíîé ñòðóêòóðîé â òåðìèíàõ àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîð-
ìû è îïåðàòîðà Âåéíãàðòåíà.

k =
−5(X(h(X,X)))2 + 3h(X, X) · ∂2

X(h(X,X)) + 9λ · h3(X, X)

9h
8
3 (X,X) · |f∗(X), ξ, ~n| 23

Çäåñü h � àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ãèïåðïîâåðõíîñòè, SX = λX, ~n � ïîñòî-
ÿííûé ìóëüòèâåêòîð ~n = {~n1, . . . , ~nn−1}, ~ni ∈ Rn+1, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

|~t1, ~t2, ~n| = 1

{~t1, ~t2} � áàçèñ òîé ïëîñêîñòè α â Rn+1, â êîòîðîé ëåæèò äàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ.
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